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fonction d'une variabie aiéatoire a densité ./

Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (€2, .4, P), admettant une
densité f. Il faut savoir retrouver (voir partie suivante) la fonction de répartition et une
densité de X2 et de (X) lorsque ¢ est une fonction de classe C! et strictement monotone
sur X (£2), mais aucun résultat n’est supposé connu a ce sujet.

Que faire?

" Dans le cas général, si X est une variable aléatoire a densité et si ¢ est une fonction
définie sur X (2), pour étudier la loi de ¢(X'), on commence par chercher sa fonction de
répartition. Aprés avoir remarqué que ¢(X ) prend ses valeurs dans £ = (X (2)), on
exprime, pour tout z appartenant a I, ’événement [¢(X ) < z] en fonction d’événements
de la forme [X < a] ou [X > a], ce qui revient a « résoudre I’inéquation » [p(X) < z],
en considérant que X est I’inconnue.

EXEMPLE1 SiI’on cherche a déterminer la fonction de répartition de aX + b (ou a € R*
et b € R), on est amené a distinguer les cas selon le signe de a :

I sia>0,alorsona:

Vz € R, P(aX+b<a:):P(X<$_b>

I sia<0,alorsona:

Vz € R, P(aX+b<a:):P(X>$_b>

soit encore, comme X est une variable aléatoire a densité :

Vo € R, P(aX+b<$):1—P<X<$a_b>
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EXEMPLE2 Sil’on cherche a déterminer la fonction de répartition de | X |, on remarque que
| X | est une variable aléatoire a valeurs dans R et que :

Ve e Ry, [|[X]|<z]=[-2< X < 1]

EXEMPLE 3 Sil’on cherche & déterminer la fonction de répartition de X 2, on remarque que
X2 est une variable aléatoire & valeurs dans R, et que :

Vr e Ry, [X? <a] = [-Vo < X <V

Si I’on souhaite montrer que (X ) est une variable aléatoire a densité (et éventuellement
en trouver une densité), on commence par chercher sa fonction de répartition F' (en fonc-
tion par exemple de celle de X)), puis on justifie que celle-ci est continue sur R et de classe
C! sur R, éventuellement privé d’un nombre fini de points.

Quand on cherche a étudier la loi d’une variable aléatoire de la forme ¢ (X) ou X est une
variable aléatoire a densité, il est préférable de commencer par déterminer précisément
I’ensemble des valeurs prises par ¢(X) pour éviter des erreurs grossiéres de calcul ou de
raisonnement.

Quand on cherche a montrer que Y = ¢(X) est une variable aléatoire a densité (et éven-
tuellement en trouver une densité), il n’est en général pas nécessaire d’expliciter totale-
ment sa fonction de répartition Fy : il est parfois plus simple de conclure a partir d’une
expression de Fy en fonction de la fonction de répartition F'x de X, car on sait déja que
Fx est continue sur R et de classe C! sur R, éventuellement privé d’un nombre fini de
points. Avant de remplacer, il est donc préférable de voir si I’expression de Fy est simple
ou non.

Soit X une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de parametre A > 0. On pose
Y = e¥ et on admet que Y est une variable aléatoire. Montrer que Y est une variable
aléatoire a densité et déterminer une densité de Y.

SOLUTION
On note F'x et Fy les fonctions de répartition respectives de X et Y. Comme X suit la
loi exponentielle de paramétre )\, elle prend ses valeurs dans R, donc Y = e¥ prend ses
valeurs dans [1, +oo[. On a donc déja :

Vo € ]—o0,1[, Fy(z) =0
De plus, on a, comme la fonction In est strictement croissante sur R :

Vo € [1,+oof, [V <z] = [e¥ < 2] = [X < In(z))]
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et donc :
Vr € [1,+00], Fy(z) = Fx(In(z))

Par ailleurs, X suit la loi exponentielle de parametre A, donc on a :

1—e M sit>0

WGR’FX<t):{ 0 sit<0

d’ou, comme In(x) appartient a R* lorsque x est supérieur ou égala 1 :
Vo € [1,4+00[, Fy(z)=1—e M@ =71 _ 5=
Finalement, on peut remarquer que Fy est de classe C* sur ]—oo, 1] et sur ]1, +-00] et que :

lim Fy(x‘) =0= Fy(l) et lim Fy(x) =0= Fy(l)

r—1— r—1t

donc Fy est également continue en 1 a gauche et a droite. Ainsi Fy est aussi continue en 1 ;
par conséquent elle est continue sur R et de classe C* sur R éventuellement privé de 1, donc
Y est une variable aléatoire a densité. De plus on sait que toute fonction positive coincidant
avec FY, sur ]—oo, 1] et |1, +oo[ est une densité de Y, donc en particulier la fonction fy
définie par :

Az siz > 1

VxGR,fy(x):{ 0 siz <1

Exercices

Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite. On admet que Y = X2
est une variable aléatoire. Montrer que Y est une variable aléatoire a densité et en déterminer
une densité.

Soit X une variable aléatoire admettant une densité f, continue et strictement positive sur
R. On note F’ la fonction de répartition de X.

1 Justifier que F' réalise une bijection de R sur |0, 1].
2 Déterminer la loi de la variable aléatoire F'(X).

35. Déterminer la loi d’une variable aléatoire fonction d’une variable aléatoire a densité
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Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (€2, A, P) et suivant la loi
exponentielle de paramétre 1. Pour tout réel x, on note |x| la partie entiére de x, et on
considére la variable aléatoire Y = | X |.

Déterminer la loi de Y.

Exprimer la fonction de répartition /' de Y en fonction de la fonction de
répartition ® de la loi AV(0, 1) puis utiliser le fait que ® est de classe C*
sur R.

Commencer par justifier le fait que F' est continue et strictement crois-
sante sur R.

Remarquer que Y prend ses valeurs dans N puis, pour calculer la proba-
bilit¢ P(Y = n), utiliser la définition de la partie entiere.

TR nnnnnnnnnn snl“tins “es exercices TR

On note F' la fonction de répartition de Y et @ celle de X. On peut déja remarquer que Y
est une variable aléatoire positive, donc que :

VeeR:, F(z)=0
F est donc de classe C! sur R* . De plus, on a:
Vz eRy, [Y <] =[-Vo < X < V7]
et donc, comme X est une variable aléatoire a densiteé :
Vo € Ry, P(Y <) = D(1/Z) — B(—/2)
Par ailleurs, comme ® est la fonction de répartition de la loi A/(0, 1), on sait que :
VteR, &(—t)=1— (1)
Ainsiona:

Vz €Ry, P(Y <) =28(Vz) -1
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Comme la fonction = +— /x est continue sur R et de classe C Lsur R?%, a valeurs dans R,
et comme ® est de classe C! sur IR, on en déduit que F est de classe C' sur R et continue
a droite en 0.
Enfin, on peut remarquer que :

lim F(zx)=0

z—0~

comme F'(0) =2®(0) —1let (0) = % :

lim F(z) = F(0)

r—0~

donc F est également continue & gauche en 0. Finalement, F' est continue sur R et de classe
C! sur R éventuellement privé de 0, donc Y est une variable aléatoire a densité et toute
fonction positive coincidant avec F” sur R* est une densité de Y, en particulier la fonction
f définie par :

0 sizx <0

VT ER f®) =9 L gz siz>o0

VT

avee !

1
Vt € R, ®'(t) = e 2
(t) o

Finalement, Y admet pour densité la fonction f définie par :

0 siz <0
Ve e R, f(x) = 1 _

e 2 siz>0
V2w

1 Comme X est une variable aléatoire a densité, F' est continue sur R. De plus, comme
f est continue sur R, F est de classe C' sur Retona:

Vz € R, F'(z) = f(x)

Comme f est strictement positive sur R, il en découle que F' est strictement croissante
sur R. Enfin, on a, puisque F’ est une fonction de répartition :

lim F(x)=0 et lim F(z)=1

T——00 T—+400

donc on peut conclure, d’aprés le théoréeme de la bijection, que F' réalise une bijection
de R sur |0, 1]
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2 F(X) prend ses valeurs dans ]0, 1], donc on a déja :
VeeR_, P(F(X)<z)=0 et Vzell,+oo, P(F(X)<z)=1
De plus, comme F' est bijective et strictement croissante de R sur |0, 1], elle admet une

réciproque F'~!, elle-méme strictement croissante et bijective de ]0, 1[ sur R, ce qui
nous permet d’écrire :

Vo €]0,1], [F(X) <] = [X < F~\(2)]

Ainsi,on a :

<
&
m
=
=
T
g
>
N
G
!
|
>
N
K
O

ce qui nous permet de conclure que F'(X) suit la loi uniforme sur |0, 1].

Comme X suit une loi exponentielle, ona : X(Q2) = R, donc: Y (Q2) =N.

Soit alors n € N. Par définition de la partie entiére, on a :
Y=n|=[X]=n=h<X<n+1]
Il en découle, comme X est une variable aléatoire a densité :
PY =n)=P(X<n+1)-P(X <n)
et comme X suit la loi exponentielle de parameétre 1 :

P(Y =n) = [1=e D] = [1— 7]

=¢€ — €

—e"(1—-e!

198 Compléments de probabilité



ave

Ftudier Fexistence et caicuier ia variance ¢

('une variabie aiéatoire a densité ./

Guand on ne sait pas!

Soit X une variable aléatoire a densité et f une densité de X.

X admet une variance si elle admet une espérance et si [X — E(X)]? admet une espérance

et, dans ce cas, la variance de X est: V(X) = E([X — E(X)]?).

I Le plus souvent, pour étudier I’existence et calculer la variance de X, on utilise les pro-
priétés suivantes :

X admet une variance si et seulement si X2 admet une espérance et, dans ce cas (for-
mule de Koenig-Huygens) :

V(X) = B(X?) — [E(X))*

+o0
X2 admet une espérance si et seulement si I’intégrale / 2 f(t) dt est absolument
—o00
convergente et, dans ce cas :
+o0o
E(X?) = / t2f(t)dt
—00
I Se souvenir également que s’il existe des variables aléatoires indépendantes X, ..., X,

admettant une variance et telles que X = X; +-- -+ X,,, alors X admet une variance et :

V(X)=V(X1)+- -+ V(X,)

Gue faire?

" Quand on dispose d’une densité f de X, si I’on souhaite prouver I’existence et calculer la
valeur de £(X?), il est en général préférable de se ramener a la définition de ’intégrale
impropre et de calculer les intégrales partielles. Par exemple, si t ~— ¢2f(t) est conti-

0 y
nue sur R, on calcule séparément les intégrales / t2f(t) dt et / t2f(t) dt, puis leurs
T 0

limites, respectivement en —oo et +00.
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0
On pourra néanmoins remarquer que, si f est paire, alors les intégrales / t2£(t) dt et

—00

+oo
/ t2 f(t) dt sont de méme nature, et égales en cas de convergence ; par conséquent, si
0

+o00
I’intégrale / t2 f(t) dt est convergente, alors X2 admet une espérance et on a :
0

E(XQ):2/+OOt2f(t)dt: lim 2/yt2f(t)dt
0

Yy—r+00 0

Si I’on souhaite juste ¢tudier I’existence de la variance de X (et non calculer sa valeur

+o00
en cas d’existence), il suffit d’étudier la nature de I’intégrale / t2f(t) dt. Pour cela,
—00
aprés avoir étudié la continuité de la fonction ¢ — 2 f(t), on peut utiliser les critéres de
comparaison pour les intégrales de fonctions positives en tout point de discontinuité, ainsi
qu’en —oo et +-00.

Conseils

Avant de se lancer dans des calculs potentiellement inutiles, il est important de bien lire
la question : souhaite-t-on calculer la variance, ou bien seulement étudier son existence ?
Dans le premier cas, on se rapporte le plus souvent a la définition de ’intégrale impropre,
dans le second cas on utilise le plus souvent les critéres de comparaison.

Quand on souhaite calculer la variance d’une variable aléatoire, il est important de prouver
son existence avant d’écrire : V(X) = ... ouencore E(X?) = ...

Soit a et k deux réels strictement positifs. On considére la fonction f définie sur R par :

kak
fla) = Q okt

0 six < a

siz > a

On admet que f est une densité de probabilité et on considére une variable aléatoire X
admettant f pour densité.

1

Déterminer une condition nécessaire et suffisante portant sur k£ pour que X admette une
espérance.

Déterminer une condition nécessaire et suffisante portant sur k pour que X admette une
variance.

On suppose la condition précédente vérifice. Calculer la variance de X.
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