Mines-Ponts -3 - Algebre

Algebre

Exercice 1.

a. On pose M, = 2" — 1. Montrer que, si M, est premier, n est premier.
Montrer que, si p et q sont premiers et si ¢ | My, alors q est de la forme
2kp + 1.

b. On pose G,, = 2" + 1. Montrer que si G,, est premier, n est de la forme 2*.
c. On pose Hy = Gox. Montrer que, si k # ¢, alors Hj, et Hy sont premiers
entre eux.

d. Montrer que H}, divise 2% — 2.

b—1
an=ab= M, =2"-1=(29"—1=(20-1)) 2%,
k=0

Donc M,, n’est pas premier. Par contraposition, si M,, est premier, alors n est
premier.
Notons que la réciproque est fausse : M7; = 23 x 89.

Si g|M, alors ¢|(2P — 1). Donc 2P = Imod ¢. L’ordre de 2 modulo ¢ est un
diviseur de p. Si p est premier et g # 2 alors 'ordre de 2 est p.

Or q est premier, d’apres le théoreme de Fermat, 297! = 1 mod gq.

Il en découle que ¢ — 1 est un multiple de p. Comme g —1 est pair, ¢ = 2kp+1.
b. Sin=2%(2b+1), G, =2"+1=22"+D 11 = (22")20+1 41 = (22" +1)N
avec N € N*. Donc G, n’est pas premier.

c. Rappelons que F,, = 22" + 1 est appelé : nombre de Fermat. H,, = F),.
Hopr =22 41= (2 41=(2" 4+1-1)°+1=(F, - 1)+ 1.

On déduit du théoreme de Bézout : F), AF,,41 = 1. Donc p # g = F, N F; = 1.
d. F, divise (227 —1)(22" +1) =22""" — 1,

n=1<2"=2"" —1[22" —1 qui divise 2(2" — 1) =22""" —2=2F 2,
Donc F,[2F» — 2.

Exercice 2.
Soit p un nombre premier impair. Montrer que —1 est un carré dans Z/pZ si
et seulement si p = 1 mod 4.

000000
— p—1
I =a2=2r 1= (m2) 2 =1 car Z/pZ est un corps de cardinal p — 1.

1
Donc erN,pT — 2k. Dot p = 4k + 1.
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Réciproquement, d’apres le théoreme de Wilson : (p — 1)! = —1 mod p car p
est premier.
Donc 1.2. )(4k — (2k—1))...(4k — 1)(4k) = =1 mod p

(2K
Donc 1.2...(2k)(—(2k—1))...(-1)(—=1) = —1 mod p
2(— 2

D’ott ((2 ) )2(=1)%* = —1 mod p. 1l existe z tel que 22 = —1 mod p.

Exercice 3.

Soient E = {PeR[X]| P = Q*+ X R?, (Q,R) eR[X]?} et
F={PeR[X]; VxeR", P(z)>0}.

a. Montrer que E est stable par produit.

b. Comparer E et F.

a. Si Q et R sont des polynomes qui peuvent s’écrire sous cette forme, on a
Q=0Q1+XRi, R=Ri+XRsyouQ1,Q2, R, Ry sont somme de deux carrés.
Par suite QR = (Q1R1 + X2Q2Rs) + X(Q1 Rz + Q2Ry).

Comme, de fagon évidente, les fonctions polynémes associées aux polynomes
Q1R + X2Q2R5 et Q1 Ry + Q2R sont positives sur R, d’apres 1, il existe
quatre polynomes A, B, C, D appartenant a R[X] tels que :

QR = (A* + B*) + X(C* + D?).

b. Soit P un polynome a coefficients réels non nul. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

(i) la fonction polynéome associée a P est positive sur [0, 4o00],

(ii) les zéros strictement positifs de P sont de multiplicité paire,

(iii) il existe (A, B,C, D) € (R[X])" tel que P = A2 + B2 + X (C2 + D2).
On laisse le soin au lecteur d’établir les implications (i) = (ii) et (iii) = (i).
Pour établir (i) = (iii), on note que seuls les zéros strictement négatifs peu-
vent étre de multiplicité impaire. Ainsi, si ’on note X I’ensemble des zéros de
multiplicité paire et ) ’ensemble des zéros de multiplicité impaire, P s’écrit

* *
sous la forme P = A H (X +|a|)? e *! H (X —a)*a H ((X—bk)Q—i—ci)uk
acy a€X 1<k<q
Ainsi, P = \ H (X +]a])Q ot Q est un polynome de la forme Q = A%+ B2

a€Y
Il découle d’un examen du comportement de P au voisinage de +oco que A > 0.

D’ou l'assertion.

Exercice 4.
Soit P=(X +1)" — X" -1 € R[X].
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a. Calculer P(j). En déduire la factorisation de P en facteurs irréductibles
dans R[X].
b. Donner la décomposition en facteurs irréductibles de R[X] de :
(x*— 1)t
(X+1)7"—-X7-1)2
oo0000
a. P(j) =0et PER[X] et P(0) =0 impliquent X (X2 + X + 1)|P.
P(—1) = 0. Comme P'(X)=7(X +1)°* —7X% on a P'(j) = P'(j%) = 0.
Comme deg(P) =6,0ona P=7X(X +1)(X?2+ X +1)2
(X3 —1)* (X - DHX2+ X +1)?

b F(X) = (X+1D)7T—X7—1)2 49X2(X +1)?

Exercice 5. ) ¥

Soit ¢ : R[X] — R[X], P+ 3 (P(X)+ P(—X))+ 5 (P(X)— P(—X)).
a. Montrer que ¢ est linéaire.

b. Montrer que Ker(¢) = {(X — 1)Q ; Q € R[X], Q impair}.

c. Montrer que Im(y) @ Ker(p ) R[X].

d. Caractériser .

a. Vérification immédiate.

b. PeKer(p) «<—= (X +1)P(X)+(1-X)P(-X) =0 (1).

(1)=P(1)=0= P(X) =(X - 1)Q(X) ou Q eR[X].

(1) = (X* - 1DRX) + (1 - X)(=X - NQ(-X) =0 = Q(X) = -Q(-X)

Donc (1) implique P(X) = (X — 1)Q(X) ou @ est impaire.

gempfoque .151 P(X)=(X—-1)Q(X) ou Q est impaire, on vérifie que p(P) = 0.
‘ol le résultat.

c. Im(p) C P ou P est I'ensemble des polynémes pairs.

Si QeP,p(Q) =Q. Donc Im(p) = P.

2¢0(P) = (X —=1)(P(X) = P(—X)) 4+ 2P(X). Donc P = ¢(P) + (X —1)Q ot
@ est impair.

Pelm(p)NKer(p) = P =0, dou Im(p) & Ker(p) = R[X].

d. ¢ est un projecteur de R[X].

Exercice 6. .
Soit (a,b) € (R*)2. Soit ¢ € L(M,,(R)) définie par ¢(M) = aM +b M.
Donner une condition nécessaire et suffisante sur (a,b) pour que ¢ soit bijectif.

Calculer det(¢) et tr(¢).
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¢ = aly+bp ol ¢ : My, (R) = M, (R), M — "M et ¢ = I.
@ est la symétrie de M, (R) par rapport F1(p) et parallelement & F_1(p)

1
E1(¢) = Sp(R) de dimension nlnt 1),

-1
E_1(¢) = A,(R) de dimension %
Si B; est une base de S,,(R) et By une base de A, (R), alors B = B; U By est
une bse de M, (R) et Mg(¢) = Diag(a+b,a+b,...,a+b,a—b,a—b,...,a—Db)
ot a + b figure wy = dim(S,,(R) fois et (a — b) figure wy = dim(A,(R)) fois.
Donc det(¢) = (a+n)“(a — b)*2 et tr(¢) = a+b)as + (a — b)ws = an? + bn.

Exercice 7.
Pour X dans M, 1(Z), on note d(X) le pged de ses coordonnées. Soit A dans
M, (Z). Montrer que det(A)e{—1,1} si et seulement si, pour tout X dans
Mp1(Z), d(X) = d(AX).
000000
e Si det(A) = £1, on peut supposer que d(X) = 1.
D’apreés le théoréme de Bézout, 3Y € M, 1(Z), 'YX =1.
Comme A™' €M, (Z),B=A"'Y e M, 1(Z).
'BAX ='YATAX ="YX = 1= d(AX) = 1 d’aprés Bézout.
e Réciproquement si det(A) # £1 il existe p premier tel que p| det(A).
Dans Z/pZ, on a A = (a;;) = det(A) = det (4) = 0.
IX = (7)1 €Mnn(Z/pZ) \ {0}, AX =0.
Dong, il existe X = (x1,...,2,) # 0 tel que p divise les coefficients de AX.
Donc p|d(AX) alors que p ne divise pas d(X) : absurde.

Exercice 8.

Soit n € N avecn > 2, (a,b) € R x R* et M = (m ;)i<i,j<n OU My j = b si
i F g, m;; = a.

a. Déterminer les valeurs propres de M. La matrice M est-elle diagonalisable ?
b. Déterminer les (a,b) pour lesquels M est inversible. Calculer alors M 1.
c. Déterminer MP pour p € N.

a. Si J €M, (R) est la matrice dont tous les coefficients sont égaux a 1, on
a: M =bJ+ (a—b)L,. On sait que J €S, (R) est diagonalisable avec pour
valeurs propres 0 de multiplicité (n — 1) et n de multiplicité 1. La matrice
M est donc diagonalisable avec pour valeurs propres (a — b) de multiplicité
(n—1) et a+ (n —1)b de multiplicité 1.
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b. On en déduit que det(M) = (a — b)" *(a + (n — 1)b). La matrice M est
inversible si, et seulement si, (a — b)(a + (n — 1)b) # 0.
Comme Sp(M) = {a — b,a + (n — 1)b} et comme M est diagonalisable, son
polynéme minimal est Iy, = (X — (a — b))(X — (a + (n — 1)b)).
My (M)=0 < M?— (a+ (n—2)b)M + (a—b)(a+ (n—1)b)I, = 0.

1
(@—b)(at (n=1b) ((a+(=20)1 — ).
c. Utilisons la méthode classique de la division euclidienne.
VpeN, XP =1I(X)Q(X) + X + fp = MP = ap, M + Bp1,.
On détermine o, et 8, avec le systeme de Cramer, puisque b # 0 :
(%) { (a—b)" = ap(a—b)+ By

(a+ (n—1b)P =ap(a+(n—1)b) + B

Donc M~1 =

- % ((a+ (n— 1By — (a b))

Bp = —((a=b)(a+ =1y —(a=b)(a+(n—1)b)

Exercice 9.
Soit (E,(, )) un espace euclidien de dimension n > 2. On donne a € R,
u,v dans E et I'on considére I'application ¢ définie par ¢ : E x E — R,
(,y) = (@, u) (y,v) + (2, 0) (y,u) + a (z,y).
a. Montrer que ¢ est une forme bilinéaire symétrique.
b. Etablir lexistence et I'unicité de s € S(E) telle que :

V<LL‘,y) € E27 ¢(1‘>y) = <$7S<y)>
c. Montrer que ¢ est un produit scalaire si et seulement si les valeurs propres
de s sont strictement positives.
d. Etablir I'existence d’une base orthonormée e = (e1,...,€,) de E, der et
r’ dans R et de 6 dans R tels que u = r ey, v =1’ cos(f) e; + r’sin(0) es.
e. Ecrire la matrice de s dans e.
f. Donner une condition sur (r,r’,«,0) pour que ¢ soit un produit scalaire.

a. Comme le produit scalaire est est une forme bilinéaire symétrique, on en
déduit que ¢ est une forme bilinéaire symétrique.
b. B = (e;)i<i<n une base orthonormale de E et A = (a;;) € M,(R) ou
a;; = ¢(e;,e;). De la bilinéarité de ¢ on déduit :

n n n n
o(z,y) = <Z5< Z Tie;, Z Z/jej) = Z Z Qi jTiYj-

i=1 j=1 i=1 j=1
Donc ¢(x,y) = XAy = (z]s(y)) out A est la matrice de s dans la base B.

De la symétrie de ¢ on déduit immédiatement que A € S,(R) et donc
seS(E).
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S'il existe s’ € L(E) telle que Va,y € E, (z]s(y)) = (z]s'(y)),

Ve,ye E, (:I:|(s’ - s)(y)) =0=>VycE, (s —s)(y) e ELt ={0} = s =5
D’ott I'unicité de s € S(E) telle que : V(x,y) € E?, ¢(x,y) = (x,s(y)).

Par suite, on a prouvé 'existence et 'unicité de s.

c. ¢ est un produit scalaire sur F si, et seulement si, sa matrice A est élément
de ST (R) si, et seulement si, Sp(A) = Sp(s) C Ri par une démonstration
classique que 'on doit savoir faire.

d. Soit (u,v) une famille libre de E (c’est possible car dim(E) > 2). Posons

e1 = ﬁ et e tel que (e1, e) soit une base orthonormale de Vect(u, v).

u
u = re; et v = 1'(cos(f)er + sin(f)es) avec r = [lull, 7’ = |[v]. Avec le
théoreme de la base incompléte et le procédé de Schmidt, ona B = (eq,...,e,)

une base orthonormale de E.
(zlu) = r(zler) 5 (ylu) =r(yler) ; (z|v) = 1" cos(6)(z]e1) + r'sin(h) (x]e2).

d(z,y) = rayr’ (cos(0 —y1 +sin(0)y2) + ryir’(cos(0)xy +sin(f)x2) +a Z Ty
i=1

o(x,y) = 21y1r’ (2r1" cos(0) +a) + (v1y2 + w2y1 )7’ sin(0) + azays +a Z Y-
=3
a+2cos(f) rr'sin(6) )

t N B
¢(z,y) = XAY ou A = Diag(B,I,,_2) avec B = < rr sin(6) o

e. A€SHT(R) <= a>0et BEST(R).

Xp = X?+tr(B)X +det(B). Donc Sp(B) C ]Ri < tr(B)>0et det(B)>0.
tr(B) = 2(a + cos(0)) et det(B) = (a + r1’ cos(6))? — (rr')2.

Donc AEST(R) <= a > 0etrr < a+rr' cos(h).

0
Comme 77/ < o+ rr'cos(f) <= «a > rr'(1 — cos(h)) = 2rr’ sin? (5)5 la

0
condition cherchée est a > 277’ sin? (5)

Exercice 10.

Soient A € M, (R) et dpa: M € M, (R) — AMA

a. Donner une condition nécessaire et suffisante sur A pour que I'application
¢ a soit inversible.

b. Calculer det ¢ 4 lorsque A = \I,,.

c. Calculer det ¢ 4 lorsque A est diagonale.

d. Donner une condition nécessaire et suffisante sur A pour que ¢4 soit un
automorphisme orthogonal de MM, (R) muni de son produit scalaire canonique.
e. On suppose A € O, (R). Calculer det ¢ 4.
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a. Si A est inversible, on vérifie aisément que paops-1 = pa-1004 = Ion, (r)-
Donc ¢ 4 est inversible et son inverse est ¢ 4-1.

Réciproquement, ¢4 est inversible, il existe B € M, (R) telle que
VM €M, (R), pa o dp(M) = M i.e. YM €M, (R), ABM'(AB) = M.
Donc ABt(AB) = I,,. D’ou A est inversible dans 9, (R).

On conclut que A est inversible si, et seulement si, ¢4 est inversible.

2

2
b. Si A=\, ona ¢ = A2Iy (). Donc det(pa) = (A2)" =2,
c. Si A = Diag(\1,...,\,) et si un des \; est nul, on déduit de a. det(¢4)=0.

Sinon, Soit (M ;) la base canonique de 9,(R) un calcul facile donne
da(M; ;) = AAjM,; ;. Il en découle que det(¢a) = det™(A).

d. (pa(X)|Y) = tr (A'XAY) = tr (XAY A) = (X|AY 4).
Donc VX,Y € M, (R), (¢a(X)]Y) = (X|¢>tA(Y)).

¢a est orthogonale si, et seulement si, ¢4 est inversible et si son inverse est
¢f4 i.e. si, et seulement si, A~! = Aie Ac O(n).

e. AcO(n) = |det(¢a)| = 1 d’apres c.

Exercice 11.

Soit (E, (, )) un espace euclidien.

a. Soit f € L(F). Montrer qu’il existe un unique élément de L(E), que I'on
notera f*, tel que : V(x,y) € E2, (f(x),y) = (z, f*(y)).

b. Soit f € L(E). Montrer que f* = f si et seulement si f*o f = fo f.

c. Déterminer les f € L(E) telles que f est nilpotente et f*o f = fo f*.

a. Si A€M, (R) est la matrice de f dans une base orthonormale B de E,
(f(2)|y) = "AX)Y = "XAY = (z]g(y)) ou g est I'endomorphisme dont la
matrice dans la base B est A.

Supposons l'existence de h € L(E) vérifiant Vz,y € E, (f(z)|y) = (z|h(y)).
Alors Vz,y € E, (z](g — h)(y)) = 0. Donc Vy € E, (g — h)(y) € E+ = {0}
D’olt g = h. Le résultat est donc prouvé. On notera dorénavant g = h*.

b. ff*=f=fof=Ffof.

Réciproquement, notons (f, g) — tr(f* o g) le produit scalaire surL(E) et ||-||
la norme euclidienne associée.

LF*= £ = (1P + £ = 2(F*1f) = 2te(f*o f) —2tx(f?) = 0. Donc f = f*.
c. Si f est nilpotent, f* = 0. Comme fo f*= f*o f on a:
(frof)t=(f)"of"=0.

Donc f* o f est nilpotente, d’olt tr(f*o f) =0= (f|f) = ||f|?=0= f=0.
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Exercice 12.

Soit (A,)p>0 une suite d’éléments de S,,(R) croissante et majorée c’est-a-dire :
VpeN, Apr1—A4, € S (R) et 3B € S,(R), Vp € N, B— A4, € S,/ (R). Montrer
que (A,) converge.

000000
On a donc VpeN,¥X €R", ‘X A4, X < 'XA, 11X et 'XA,X < 'XBX.

Pour X fixé, la suite de réels (tX Ap,X)pen est croissante et majorée. Elle
converge. Notons f(X) sa limite. Notons aussi 4, = (a; ;(P))1<i,j<n-

VX, Y eR™ (X +Y)A, (X +Y) — = f(X+Y).

Or (X +Y)A(X +Y) = 'XA,X +'XA,Y +'YAX +YAY.

Donc 'XA,Y + YA, X 2 J(X+Y) = f(X) — f(Y).

Comme 4, € 8,(R), X A)Y —— Z(F(X +¥) = f(X) - f(V)).

(Ei)1<i<n étant la base canonique de M, 1 (R), on sait que a; ;(p) = tEiApEj.
Donc : a; ;(p) = %(f(EZ + E;) — f(E;) — f(E;)) que nous notons ; ;.
Donc A, == L = (4;;)€S,(R).

Exercice 13.
Déterminer les P de R[X] tels que P(Q) C Q, puis les P de R[X] tels que
PQ) =Q

Soit P € R[X] tel que P(Q) C Q, montrons que P € Q[X].
Si deg(P) = n, d’apres le cours sur les polynomes d’interpolation de Lagrange,

n . n X o j
P(X) = kZOP(k:)Lk(X) ot Li(X) = HO ( P ) Donc P € Q[X].
- =
Réciproquement, si P € Q[X] alors P(Q) C Q.
Montrons que les seuls polynomes de R[X] tels que P(Q) = Q sont les
polynémes de la forme aX + b avec (a,b) € Q* x Q.

Si P est constant, P(R) = Q. Donc il n’y a pas de polynéme constant solution.

Si P est un polynome solution tel que deg(P) > 1, on peut supposer P € Z[X]
de coefficient dominant > 0, au besoin en multipliant P par un entier relatif.

Soit n €N tel que n > P(0) et ¢ un nombre premier.



