Chapitre 1

Fonctions différentiables

1.1 Probléme 1

1) Considérons une fonction f de deux variables réelles z et y, définie sur
un ouvert Q C R2.
of of

a) Montrer que si l'une des dérivées partielles 9z et — de la fonction
x Y
f existe au point a = (aj,a2) et si 'autre dérivée partielle existe dans un

voisinage de a et est continue en a, alors la fonction f est différentiable en a.
b) Que peut-on remarquer au niveau de cet énoncé ?
2) Etudier la différentiabilité de la fonction définie sur R? par

(0,0)
(0,0)

[HE N

s (ay)
f(‘r7y) - { +y07 (a:,y)

Cette fonction est-elle de classe C1?
3) Méme question pour la fonction définie sur R? par

2qin T
_Jytsing, y#0

4) Méme question pour la fonction définie sur R? par

fa y):{ (z2+y2)sin%sin%, sixy #0

0, sizy=20
& Solution : 1) a) Sans perte de généralité, on suppose que c’est la dérivée
partielle a—f qui existe au point a = (ay,az) et soit B(a,r), r > 0, une boule
Yy

ouverte centrée en a, contenue dans ) (voisinage de a) et telle que l'autre
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of
dérivée partielle —— existe sur B(a, ) et est continue en a. Nous allons montrer

que sous les hypothéses de I’énoncé,
of of
fla+h) = f(@) = gt (@) — ho (@)

li = 0.
hs0 7]

fla+h)— f(a) = f(a1+ h1,a2 + ha) — f(a1,a2),
= f(ar +hi,a2 + h2) — f(a1,a2 + ho)
+f(a1,a2 + hg) — f(al,ag).

En utilisant le théoréme des accroissements finis : 361,05 €]0, 1], tels que :

0
f(a1 + hi,a2 + hg) — f(al,CLQ + hg) = hla:li(al + 01hy, a0 + hg),

et

0
/ (a1, az + 62h2),

flai,a2 + h2) — f(ai,a2) = h28

on obtient alors pour hg # 0,

f

fla+h) = fla) = (a) a) =

0 0
h1 <a'£(a1 + 61h1,a2 + ha) — 8];(@17(12)>

0 0
+hy <a£(a1, as + 92h2) — agjj(al, a2)> .

Le premier terme entre parenthéses tend vers zéro du fait de la continuité de
of
oz’

0
définition de a—f(al,ag), ce qui montre que la fonction f est différentiable au

Le dernier terme entre parenthéses tend aussi vers zéro en vertu de la

point a.

b) On remarque évidemment au niveau de la solution ci-dessus (ainsi que
celle proposée dans [Lesfari, A. : Fonctions différentiables. Quadrature, Paris,
No. 84, pp.45-47, 2012|) que dans le cas d’une fonction f(z,y) & deux variables
la condition suffisante de différentiabilité de cette fonction consiste & utiliser
la continuité d’une des dérivées partielles mais pas les deux! La continuité
de toutes les dérivées partielles intervient seulement pour montrer que f est
de classe C!. Par ailleurs (bien que cela n’a pas beaucoup d’importance étant
donné que la plus part des exercices que I’on rencontre & ce niveau concernent
des fonctions & deux variables!), on voit aussi au niveau de la solution que
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cet énoncé se généralise facilement pour le cas d’une fonction & plusieurs va-
riables mais en affaiblissant la condition de continuité des dérivées partielles
en demandant seulement la continuité par rapport & certaines variables.

2) La figure ci-dessous représente la surface d’équation : z = f(x,y).

La fonction f est différentiable sur R?\{(0,0)} comme quotient de fonctions
différentiables sur R?\{(0,0)} dont le dénominateur ne s’annule pas. Le seul
point problématique est a ’origine. On a

of PP —32Y)
90 Y = Ty
of a3t +y7)
@(x7y) - ($4+y2)2 )
et
9500 = limy n =0
gy (00 = limy h =0

Comme f est une fonction a deux variables, il suffit donc d’aprés 1) de prouver
que 'une de ces dérivées partielles est continue en (0,0). On a

of (z* + y2)1/4_(q;4 +92).3(x* + 4?) 4 2\1/4
hat < =
'8y($,y)‘ < (2% + 2)2 3(z* +y*)/7,
et af af
lim —=(z,y) =0= 5-(0,0).
(2,y)—(0,0) 8y( v) 33/( )

0
Dés lors, la fonction or est continue en (0,0) et on en déduit que f est différen-

Oy

tiable en (0,0). Par conséquent, f est différentiable sur R?. Dans cet exemple
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. : .0 . .
la fonction f est de classe C' car la dérivée partielle a—f(a:,y) est aussi conti-
x

nue en (0,0), mais on n’est pas obligé de le vérifier pour montrer que f est
différentiable.
3) La figure ci-dessous représente la surface d’équation : z = f(x,y).

La fonction f est différentiable sur R?\{(a,0)}, a € R, comme produit et
composée de fonctions différentiables. On a

g(x ) = cosE
8{E 'Y =y y’
of o .
—(z, = 2 sin = — xcos =,
et of y
En outre,
of
a_ <
et of y
1. a = =
(ﬂﬁvy)gr%U,O) ox (x,y) 0 O (07 0)7

0
ainsi 87]8 est continue en (0,0). Donc la fonction f est différentiable en (0, 0).

x
0 0
De méme, la fonction f est différentiable en (a,0), a # 0 car a—f et a—f existent
Z Yy
au point (a,0);

0 0
L (0,0)= a0 =0,

dy
et % est continue en (a,0);
: af _,_9f
(w,y%liga,O) ox (33, y) =0= ox ((I, O>
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: : : . 0 :
Notons que pour ce dernier cas, si a # 0, la dérivée partielle —f(:z;,y) n’est

Jy

0
pas continue en (a,0) puisque  lim —f(x,y) n’existe pas. En conclusion,
(y)—(a,0) Dy

la fonction f est différentiable sur R? mais elle n’est pas de classe C' sur R2.

: : . 0
La figure ci-dessous représente la discontinuité de ——.

dy

4) La fonction f est continue et différentiable en (z,y) € R? ou xy # 0.
La fonction f est continue aux points (0,0), (ﬁ,O) et ( ,iﬁ), k € Z*, car on
a respectivement pour ces points,

1 1
(z* —i—y%sin;sin; < |z? +¢?,

|f(z,y)] =

1.1 1

(2 2V sin = sin | < (22 4 22 sin =
|f(z,y)] = |(z"+y )Smxsmy' (@ +y7)sin—|,
1.1 1
(@, 9)| = | (2 + y?) sin —sin —| < |(2® + y?) sin — |,
z oy y

et lim f(x,y) =0= f(0,0). La fonction f n’est pas continue aux points
(z,)—(0,0)

(r,0) et (0,) ou o ¢ {% : k € Z*} car on a respectivement pour ces points,

1 1
lim <lim (2% 4 y?) sin = sin ) n’existe pas,
Zz Yy

y—0 \z—a

. . 2, oy 1 .1 .

lim ( lim (z“ + y*) sin — sin — | n’existe pas.
z—0 \y—a x Y

On en déduit que f n’est pas différentiable (puisqu’elle n’est pas continue) aux
points (a,0) et (0,a) ot a ¢ {;£ :k €Z*}. On a

of o1 1 2+ 92 1.1
——(z,y) = 2z sin — sin — — 5 cos — sin —,
Ox x Y x Ty
af o101 22+ 9%\ |

——(z,y) = 2ysin —sin — — 5 sin — cos —.
dy Ty Yy Ty
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Au point (0,0),

af o . f(h,O)—f(0,0) _
950 = Jim n =0
g, 00 = Jim n =0,

existent. Cependant, comme les dérivées partielles

8f _ . f(a—l—h,O)—f(a,O)
9 @0 = lim h ’

af _ . f(O,a—l—h)—f(O,a)
5z 0 = Jim h ’

n’existent pas si o ¢ {0} U {7 : k € Z*}, on ne peut donc utiliser 1) et on va
utiliser la définition pour étudier la différentiabilité de f au point (0,0). Aux
points (7=,0) et (0,7L), la fonction f admet des dérivées partielles mais elle
n’est pas différentiable en ces points puisque

b ER) o GE k) — (55,000
(h,k)=(0,0) VhZ + k2 (h,k)=(0,0) VRZ+ k2 ;

n’existe pas, ce qui implique que

L _ (L) —
lim M: lim f(aﬂ+h7k) f(a7r70) 0

(hk)=(0,0) Vh2 + k2 (hk)—(0,0) Vh?+ k?

£ 0.

1.2 Probléme 2*
1) Soient E un espace vectoriel euclidien, f I’application définie sur E par
x| ],

et g Papplication définie sur E'\ {0} par

x

T —>5.
Il 12

a) Montrer que f n’est pas différentiable en 0.

b) Montrer que f est différentiable sur E\{0} et déterminer sa différentielle.
¢) Montrer que g est différentiable sur E'\ {0} et déterminer sa différentielle.
2) Soit M, (R) I’ensemble des matrices n x n. Montrer que I’application :

f:M,(R) — M,(R), Ar— AP, pe N

est différentiable en tout point et déterminer sa différentielle.
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3) Soit GL,(R) 'ensemble des matrices d’ordre n inversibles. Montrer que
I’application :
f:GL,(R) — GL,(R), A+ AL,

est différentiable en tout point et que
Y(A, H) € GL,(n,K)?, df(A)(H)=—-A"'HA™.

& Solution : 1) a) Montrons que f n’admet pas de dérivée suivant tout
vecteur. Il suffit de considérer un vecteur unitaire e. Or la dérivée de f en 0
dans la direction e est

i Jhe) = 1(0) _ \h\,
h—0 h h—0 h
h#0 h#0

et cette limite n’existe pas. Donc f n’est pas différentiable en 0.
b) On a ||z|| = \/{(x, z), ou (.,.) désigne le produit scalaire. Dés lors,
1
f@+h)=lz+nl = (le)*+ 2]zl +]%)2,
1
= (el +2(z, h) + [|R]]*)?,

1
@, [0

||| <1+2 + ;
2l " P

{z, h)

I

=l + +o([[Al])-

Par conséquent, f est différentiable sur E'\ {0} et on a

(x, h)

(el

dfac(h) =

c¢) En raisonnant comme ci-dessus, on obtient

v+ h 4 h (@, h) RPN\
gz +h)= ——s = <+ +s ]
Iz + A2 EE EEEREE
3:+h< (x, h)
= 12 oA )
EE ]2

1 (x,h)x
= — | h—2- hl)).
o)+ o (1= 255 o
Des lors, g est différentiable sur E'\ {0} et on a

1 Az k)
dantt) = s (=2
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2) Cette application étant polynomiale, elle est donc de classe C'. Soit
A, B € M,(R). On a

f(A+B)=(A+B?=(A+B)(A+B)---(A+ B), (pfois),

d’ou,
f(A+ B) = f(A) +da(B) + o(|| B|),
ou
p—1
dfa: Br— BAP™' + ABAP™? 4 ... 4 AP7'B =Y " A*BAPTF1 (lincaire).
k=0

3) Par définition, A € GL,(R) si et seulement si det A # 0. Soit M, (R)
I’ensemble des matrices n x n. Notons que GL,(R) est un ouvert de M, (K)
car GL,(R) = g1 (R*) est 'image réciproque de I'ouvert R* par application
continue

g:Ae M,(R) — det A.

La fonction
f:GL,(R) — GL,(R), A+ AL,

est continue (A~ = t(gzznf)). Montrons que :
H
(A+ H) = A 4+ af(A)(H) +(H),  lim 29D o,
150 TH]

ou ce qui revient au méme,
(A+H)™ =A™ = (AT HATY) = o(||H])).
En effet, on a

(A+H) ' — A = (mATTHA ) = (A+H) TA-T) AV + A7THATY
=A+H) M A-A+H))A T + A HATY
= —(A+H)'HA '+ A tHA,
=(—(A+H) '+ A Y HATY,
d’o,
I(A+H) =A™ = (—ATTHAT | < || = (A+ H) 7+ AT H| AT

Comme la fonction f est continue, alors I'expression : —(A+ H)~! + A~! tend
vers 0 quand H — 0 et le résultat en découle.



