Chapitre
2 Cinétique

2.1 Masse et inertie

21.1 Notions d’inertie

Nous savons, par expérience, qu'il est plus « difficile » d’accélérer un camion qu'une moto comme
il est plus « difficile » de le freiner. L'inertie caractérise la résistance qu'oppose un corps par sa nature
propre a une variation de mouvement.

Pour un mouvement de translation, la masse suffit pour définir cette quantité, par contre pour un
mouvement de rotation, il est nécessaire de préciser la répartition de cette masse.

La cinétique est I'étude des caractéristiques d’inertie d"un solide.

2.1.2 Masse - Rappels

La masse caractérise la quantité de matiére, c’est une grandeur complétement additive.
Soit, 1 ,Z; deux systémes matériels disjoints alors :

m(ZiUZ)=m(Z)+m(Z2)

avec X1 N Xy # .
La masse my de I'ensemble X est définie par :

my = L dm = L p(P) dv

avec p(P) masse volumique au point P et dv un élément de volume.

Remarque :

— Si le systéme matériel est assimilable a un volume, on parle de masse volumique p(P) au point
P: dm = p(P)dv.

— Si le systéme matériel est assimilable a une surface on parle de masse surfacique o(P) au point
P: dm = o(P)ds.

— Si le systeme matériel est assimilable & une ligne, on parle de masse linéique A(P) au point P :
dm = A(P)dL

Conservation de la masse

On admet en mécanique classique que la masse est une grandeur indépendante du temps, ainsi
pour deux instants t; et t; quelconques :

m(L t) =m(L tz).
On en déduit une relation importante :
o] edan] = | [Sied] am
R

dt dt
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qui permet d’inverser la dérivation par rapport au temps et I'intégration par rapport a la masse.

2.1.3 Centre d’inertie

a ) Définition

On appelle centre d’inertie du systéme matériel X, le point G défini par :

GPdm=0.

Pex

En faisant intervenir le point O, la relation devient

| (68+0F) dm~[ GGam+| OFam-T
z b z
avec my - 0G :fza’)dm et finalement
g 1 —
0G=—- J OP dm
mg

Pex

Rl
Dans un repére cartésien, on note (xg,yg,zg) les coordonnées de OG et (x,y, z) les coordonnées
—
de OP, on peut donc écrire :

1

1
xG:—J x- dm, yG:—J'y'dm, zG:—J z- dm.
my Jy my Jx msy Jsx

Remarques :
— Si le systéme matériel est un solide indéformable, le centre d’inertie est un point fixe du solide.

— Si le systéeme matériel possede un élément de symétrie matérielle, plan ou axe de symeétrie, aussi
bien du point de vue géométrique que du point de vue de la répartition des masses, le centre
d’inertie appartient a cet élément de symétrie.

— Le centre d’inertie est confondu avec centre de gravité dans le cas d'un champ de pesanteur
uniforme.

b ) Centre d'inertie d’'un ensemble de corps

Un ensemble matériel X est composé de n sous-
ensembles matériels ;. A chaque sous-ensemble
X ; est associé sa masse m; et son centre d’inertie
Gj, alors

1 & —
0Gy = — E i - OGj.
b Zi:]ml i

Le centre d’inertie d'un ensemble de corps est
le barycentre des centres d’inertie.

Si les corps sont des solides indéformables im-
mobiles les uns par rapport aux autres, le centre
d’inertie de I’ensemble est fixe dans un repére lié
a cet ensemble.

FiGure 2.1 — Centre d’inertie
d’un ensemble de corps



c ) Théorémes de Guldin

Enoncé (Centre d’inertie d’'une courbe plane) Soient (C) une courbe du plan (1) et (A) une droite du
plan ne coupant pas (C). L'aire de la surface engendrée par la rotation de la courbe (C) autour de la droite (A)
est égale au produit de la longueur de la courbe L par le périmetre décrit par son centre d'inertie 27 - rg.

S=2m-rg-L

On associe a la courbe (C) une masse linéique A constante, dm = A - dl d’ot1 la masse totale de la
courbe m. = A - L.

(a) Centre d’inertie d'une courbe (b) Centre d’inertie d’une surface
plane plane

FiGure 2.2 — Théorémes de Guldin
La position du centre d’inertie de la courbe est calculée par la relation générale :

mC~O—G>:J OP. dm
C

Ici cette relation devient :

)\~L-O_G’:J' OP-A- dL
C

Apres simplification puis en ne prenant que la projection suivant T :

L-O_G':J OP dl = L-rG:J rdl

C C

Calculons maintenant la surface engendrée par la rotation de la courbe

27
S=Jr'd6'd1=J de.J r-dlzZﬂJ r-dl
0 C C

En substituant J T+ dl =L rg dans cette égalité on retrouve bien le résultat cherché.
C

Enoncé (Centre d’inertie d'une surface plane homogene) Soient (S) une surface du plan (TT) et (A)
une droite du plan ne coupant pas (S).



g Le volume engendré par la rotation de la surface plane tournant autour de I'axe (A) est égal au produit de
:%' Uaire de la surface par la longueur du périmétre décrit par son centre d'inertie.
=
(@) V=2n-rg-S
N On démontre cette égalité comme la précédente. On associe a (S) une masse surfacique dm = o- ds
constante et mg = o S.
Par définition :
ms 06 = | OF - dm =506 = | OF-as
s s
soit en projection suivant T
S-rg = J r-ds
s
Le volume engendré par la rotation de la surface (S) s’écrit :
27
V:er&ds :J dB-J T-ds zznj T-ds
0 s s
v
d’otr la relation cherchée :
V=2mr- TG - S.
Remarque : L'utilisation des théorémes de Guldin permet de simplifier le calcul de position du
centre d’inertie dans la mesure oti 'on connait les caractéristiques du volume et de la surface balayée.
2.2 Moments d’inertie
La masse ne suffit pour caractériser I'inertie que dans le cas d’'un mouvement de translation. Pour
un mouvement de rotation ou un mouvement plus complexe, il faut prendre en compte la répartition
de cette masse sur le solide. Les moments et produits d’inertie caractérisent cette répartition.
221 Moment d’inertie par rapport a un point
On appelle moment d’inertie du solide S par rapport a un point A la quantité positive :
IA (S) :J AP2 dm [kg-m?]
s
2.22 Moment d’inertie par rapport a une droite
On appelle moment d’inertie du solide S par rapport a une
droite (A) la quantité positive TP
S 2 4
IA(S):J (SAAP)" dm [kg-m?]
s
En faisant intervenir le point H, projection de P sur la - .
droite (A) on déduit : H g
., N A
IA(S):J HPzdm:J d2 - dm z/(4)
S s
F 23-M t d’inerti
avec dp distance du point P a la droite(A). [GURE omert 11\1er © .
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Le moment d’inertie par rapport a une droite est le méme en tout point de la droite.

2.2.3 Rayon de giration

Le moment d’inertie étant homogene au produit d'une masse par une distance au carré, il est tou-
jours possible d’écrire le moment d’inertie autour d’un axe d’un solide quelconque sous la forme :

_ 2
I=M-R}

avec M la masse du solide et Ry le rayon de giration.

H; = 2-Ry, R2:2~R1,H2:%-R1, Rext = 2- Ry, Rint = 1.68- Ry,

my my; = 0,25m1 H3:4117'R1/m;5"~“0/]5'm1

FiGure 2.4 — Rayon de giration
Le rayon de giration précise la répartition des masses autour de 1’axe considéré, ainsi les trois solides

de la figure 2.4 ont le méme moment d’inertie par rapport a I’axe de rotation alors que les masses sont
dans un rapport dans un rapportde 1a 7.

2.2.4 Moments d’inertie dans un repére cartésien

Soit un repére R (O, X, Y, Z), un point P de coordonnées x, y, z dans R. Déterminons les différents
moments d’inertie dans ce repére.
Moment d’inertie du solide S par rapport au point O dans le repere (O, X, ¥,

—>)‘
Io(S) :J OP2 dm soit
s

:J (xz—i-yz—i—zz) dm
S

Moment d’inertie du solide S par rapport a ’axe (O, X)

2
I(O,;g)(S):J (% n0P) dm=J (RAK-Z+y T+z-2)> dm
S S
_ 2 2
I(O/Y)(S)—JS (y +z ) dm

Par analogie, on peut écrire :

Loz = L (y® +2z%) - dm, moment d'inertie du solide par rapport a (O, X);

Lowg) = L (22 + xz) - dm, moment d’inertie du solide par rapporta (O, §);

J (x* +y?) - dm, moment d’inertie du solide par rapport a (O, Z).
s
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Par extension on définit aussi :

Loxy) = L z? . dm , moment d’inertie du solide par rapport au plan (O, X, ¥);

I

O
<
v}

= J x? - dm , moment d’inertie du solide par rapport au plan (O, Y,Z);
S

Liozz) = L y?- dm, moment d’inertie du solide par rapport au plan (0, Z, Z).

2.2.5 Relations entre les moments d’inertie
1
— To =Loxy) +logz) +lozz) =5 (loz) + o +10,2)
— Loz =lLioxy) +liozx)
— Lio,g) = Liozy) + Logz)
— Lio,z) =lLozz) +Logz)

2.2.6 Théoréeme de Huygens

Soitunsolide S de centre d’inertie G etdemasse =~ — K la projection sur (A).
m (figure 2.5).

— (A1), une droite passant par A de vecteur
unitaire 6 ;

— (A3), une droite paralléele passant par G;
— d, la distance entre les deux droites.
On note :
—> g 2
— I(A,S’) = L (5 /\AP) dm , le moment
d’inertie par rapporta (A7)

X
— —»\2
— I(G,S’) = L (6 AGP) dm, le moment
d’inertie par rapport a (A;) 72
— H la projection du point P du solide S sur
(A7) Ficure 2.5 — Théoreme de Huygens

Nous savons que

>
>y
I

— —\2 — — —»\ 2
J (5 /\AP) dm:J HPzdm:J (HK+KP) dm
S S S
I(Ag):J ﬁzdm+J zmi-ﬁ)’dm+J KP2 dm

! S S S

Le premier terme s’écrit :J 1232 dm = I(G )

HK2 dm = m - d? et on reconnait le troisiéme : J
S

S

2HK - KP dm = 2HK - J KP dm en faisant intervenir

I ne reste plus qu’a déterminer le dernier : J
S

S
le centre d’inertie G

J zﬁk’-ﬁﬁdmzz-ﬁij KG + GP dm
S S

:z-mZ.J lTédm—kZJW-J GP dm
S S



Paggnst&ction N N R
HK L KG = 2-HK: [( KG dm =0 et par définition du centre d’inertie : [¢ GP dm = 0.
Finalement, on déduit la relation : I( AT) = I(G ?) +m-d%

Enoncé (Théoréme de Huygens) Le moment d'inertie d'un solide par rapport d un axe (A, _5'> est égal au

moment d’inertie par rapport a 'axe (G, S’), parallele et passant par le centre d'inertie du solide, augmenté du
produit de la masse du solide par le carré de la distance séparant les deux axes.
— — . 2
I(A,g)—I(G,é)—Fm d

Enoncé (Corollaire) De tous les axes paralléles a une direction donnée, celui par rapport auquel le moment
d’inertie est minimum est I'axe passant par G.

Relation entre les moments d’inertie par rapport a deux droites paralléles

On se propose de déterminer une relation entre
les moments d’inertie par rapport a deux droites

paralleles quelconques I( A7) (S)et I(B,E’) (S)d’'un
solide S (figure 2.6). s
(Ag) %
IA3)(S) = I(G,g)(5)+m~df\ /
I(5,3)(8) =1(g5)(S) +m- dz (Ag
D’ot la relation entre les moments d’inertie fA) ¥
Z

I, = (S) =T =(S)=m-di —m-d3
(A.3) (5.2) A ? FiGure 2.6 — Relation entre les moments d’inertie

avec da et dp respectivement distance entre les
droites Aa, Ag et Ag.

2.2.7 Produits d’inertie

Les produits d’inertie caractérisent I’absence de symétrie dans la répartition des masses.
La détermination des produits d’inertie sera déduite du calcul de I'opérateur d’inertie dans le cha-
pitre suivant.

2.3 Opérateur d’inertie

2.3.1 Opérateur d’inertie en un point

Lopérateur d’inertie synthétise I’ensemble des caractéristiques d’inertie du solide. Cet opérateur
est une fonction linéaire et peut étre représenté par une matrice.

a ) Définition

On appelle opérateur d’inertie Jo(S) au point O d’un solide S I'opérateur qui a tout vecteur U de
'espace associe le vecteur

To(S) - ﬁ:J . (@’A (HA@’)) dm.
Pe
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b ) Matrice d’inertie

Soit

— (0,%,Y,Z), unrepere, et (X, Y, Z) une base;

— P, un point du solide S, avec OP = x- X+y-y+z-zZ;
— U=oa-X+B Y+7v-Z, un vecteur.

Déterminons OP A (ﬁ A 55)

E Cinétique

OP A (TAOP) =
x-X+y Y+z- 2N (- X4+B-T+v- Z2)ANx-X+y-Y+2z-2)) =

(—Hx-(yz—i—zz) —B-x-y —yx-z )75
+(—0<~X~y +B-(Z+x) —vy-z )ﬁ
+(—oc-x-z -By-z +v- (x* +y?) )2’

En intégrant sur le solide S :

(Jroc- J (y2+zz)~ dm -3 J x-y-dm —v- J x-z- dm )7‘5
Pcs Pcs Pcs

+<—(x~ J x-y- dm +B- J (Zz+x2)~ dm —v- J y-z- dm )g
Pes Pes Pes

+<foc~ J x-z- dm —B- J y-z- dm +v- J <x2+y2)- dm )E’
Pes Pcs Pcs

On peut mettre ce résultat sous la forme du produit d’une matrice et du vecteur i

+ J <y2+zz)~ dm -— J x-y- dm - J x-z- dm o
PesS PesS Pes

Tol) T=| J x-y- dm + J (zerxz)- dm — J y-z- dm 1B
Pcs Pcs Pcs

- J x-z- dm - J y-z- dm + J (xz-i-yz) dm Y
PesS PesS PesS

Cette matrice est caractéristique de la répartition de la matiére d’un solide autour d"un point (ici
0) et dans une base donnée (X, Y, Z).
Par convention, on pose

A —-F -—E [iox) —Pxy —Pxz
Jo(S)=|-F B -D ou Jo(S)=|-Pxy Loy —Puz
-E D C/o Pz —Pyz lioz)/ 0
(¥, 7.,7) (%,7.7)
On reconnait sur la diagonale de la matrice
A=Ilozx) = J (yz + zz) - dm, le moment d’inertie du solide S autour de ’axe (O, X);
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