Sujet n°5

CCP 2017 — Mathématiques

L’énoncé

L’épreuve est constituée d’un probléme en cinq parties largement indépendantes.

PROBLEME

Soit p €]0,1[. On pose ¢ =1 — p.

On considere un automate qui génére successivement les lettres C' ou P jusqu’a obtenir une
certaine séquence prédéfinie.

On suppose que pour tout n € N*, 'automate génére la n-iéme lettre a linstant n de fagon
indépendante de toutes les générations précédentes. On suppose également qu’a chaque généra-
tion, les lettres P et C ont des probabilités p et ¢ (respectivement) d’étre générées. Suivant les
parties considérées, on définit différents niveaux que I'automate peut atteindre.

On considere dans tous les cas que 'automate est initialement au niveau 0. On se propose
alors d’étudier essentiellement ’existence de ’espérance et de la variance de la variable aléatoire
correspondant au temps d’attente de la séquence prédéfinie a travers sa série génératrice.

Pour cette étude probabiliste, on mobilise diverses propriétés analytiques (surtout sur les séries
entiéres) et quelques propriétés d’algebre linéaire.

Dans les parties I, IT et V, on examine le temps d’attente pour les séquences C puis CC, puis
CPC et CCPPC. La partie II est indépendante de la partie I et traite de questions préliminaires
sur les séries entieéres qui seront investies dans les parties III et V. La partie IV est indépen-
dante des parties précédentes et traite les questions préliminaires d’algebre linéaire qui servent
exclusivement dans la partie V. La partie III ne dépend de la partie I que par la question Q4
et de la partie IT que pour la question Q10. La partie V utilise seulement la question Q11 de
la partie IT et la partie I'V.

Pour n € N*, on note P, I’événement « automate génere la lettre P & linstant n » et C),
I’événement « 'automate génere la lettre C a l'instant n. »
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Partie I - Etude d’un cas simple

Dans cette partie, on dit que 'automate passe du niveau 0 au niveau 1 des qu’il génere la lettre
C. Si, en revanche, il génére la lettre P, alors il reste au niveau 0. L’expérience s’arréte dés que
l’automate a atteint le niveau 1. On résume l'expérience par la figure 1 suivante :

9?L@

Figure 1.

On note Y l'instant ou, pour la premiere fois, 'automate atteint le niveau 1. On admet que Y
est une variable aléatoire définie sur un espace probabilité (2, A, P) telle que Y (©2) € N*. On
note Gy la série génératrice de Y et Ry son rayon de convergence.

On sait alors que Ry > 1 et que :

+oo
vVt € |-Ry,Ry[, Gy (t):E(tY) :ZP(Y:n)tn.

Q1. Reconnaitre la loi de Y et préciser en particulier P (Y = n) pour n € N*.

1

1 1 t
Q2. Montrer que Ry = — > 1 et que:VtG],[, Gy (t) 4
p pp

- 1—pt’

1 2
Q3. Montrer que Gy est 2 fois dérivable en 1 et que G% (1) = 7 et Gy (1) = q—f

Q4. Donner les valeurs de E (Y) et de V (Y).

Partie II - Séries entiéres

1

Soit z € C et a € C*. Pour n € N, on pose uy, (a) = g

Q5. Montrer que Y un (a) 2™ est une série entitre de rayon de convergence égal a |al.

—+o0
1
6. Mont i : = "
Q ontrer que si |z| < |a|, on a T Zoun(a)z
n=

Soit a, b et A des nombres complexes non nuls. Dans les questions Q7 a Q10, on suppose que

n
|a] < |b|. On définit alors, pour tout n € N, v,, = Zuk (a) un—x (b) et pour tout réel ¢ tel que
k=0

A2

it <lal. £ = =y =n
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Q7. Montrer que 'on a :

1 <=/b\F 1 1 1
vn:abnﬂz(a) :b—a(a"“_b"“)‘

Q8. Trouver un équivalent simple de v, quand n tend vers +oo.

Q9. En déduire que le rayon de convergence de Y v,z est égal & |a| et que si |z| < |a, alors

—+oo

1 n
(z_a)(z_b)zzw.

n=0
Q10. Justifier que f est développable en série entiere au voisinage de 0 et que la série entiere
qui lui est associée posséde un rayon de convergence Ry tel que Ry = |al.
Soit a, b, ¢ et A des nombres complexes non nuls. On suppose que : |a| < |b] < |¢|.

At
t—a)t-b)(t—c)

Pour tout réel ¢ tel que [¢| < |a|, on pose : g (t) =

Q11. Justifier que g est développable en série entiére au voisinage de 0 et que la série entiére
qui lui est associée posséde un rayon de convergence Ry tel que Ry > |al.

Partie III - Etude d’un cas intermédiaire

Dans cette partie, on suppose que 'automate passe du niveau 0 au niveau 1 en générant la lettre
C. De méme, 'automate passe du niveau 1 au niveau 2 en générant la lettre C. Si, en revanche,
il génere la lettre P, alors qu’il est au niveau 0 ou 1, il retombe au niveau 0. L’expérience s’arréte
des que 'automate a atteint le niveau 2, c’est-a-dire dés que 'automate aura généré la séquence
CC. On résume l'expérience par la figure 2 suivante :

Figure 2.

On note Z I'instant ot, pour la premiére fois, 'automate atteint le niveau 2. Ainsi Z est le temps
d’attente de la séquence CC.

On admet que Z est une variable aléatoire définie sur un espace probabilité (2, .4, P) telle que
Z(9Q) C N*. Pour tout n € N*, on note p, = P (Z = n). On note Gz la série génératrice de Z
et Rz son rayon de convergence. On rappelle que Rz > 1.

Q12. Calculer p1, p2 et ps.

13. Justifier que (P, C1 N Py, C1 N C3) est un systéme complet d’événements.
Q q ) ; y p
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Q14. En déduire que pour tout n > 3, on a : pp, = Ppn—1 + PqPn—2-

Q15. En déduire que pour tout t € [-1,1], on a : Gz (t) (1 — pt — pth) = %%
VA-p VA —p
2p '

2pq

Pour t € R, on note Q (t) = 1 — pt — pqt®, A = p*> +4pg >0, a = b= —

Q16. Montrer que Q (—1) =1+ p*> >0 et que Q (1) = ¢* > 0.
Q17. Montrer que, pour tout t € R, Q (t) = —pq (t — a) (t — b).

Q18. Montrer que 1 < |a| < |b].

2,2
t
Pour tout réel ¢ tel que [t| < |a|, on définit f () = lqtitz
—pt—pg

Q19. Montrer a l'aide de la question Q10 que f est développable en série entiére au voisinage
de 0, que sa série entiere associée est Gz et que Rz = |a].

q2t2

20. Mont , tout ¢ € |- |al, |al[, Gy ()= —2°
Q ontrer que, pour tou 1—lal,|al[, on a : Gz (t) pr—

Q21. Montrer que Z admet une espérance et une variance puis que E (Z) = ¢ 4+q72

Q22. Vérifier, a 'aide des questions Q4 et Q21, que E(Z) > E(Y) + 1 ou Y est la variable
aléatoire définie en partie I.

Q23. Pouvait-on prévoir ce résultat 7
Partie IV - Algebre linéaire

On considére les matrices Iy = et L =

oo o~
oo~ O
o~ OO
cox 3
o O
Qoo
= NeNolo)
=R =Nl

Soit ¢ € R. On note x4 le polyndme caractéristique de A, si bien que x4 (¢) est le déterminant
de A — tiy.

Q24. Montrer que 0 est valeur propre de A et donner un vecteur propre de A associé a la valeur
propre 0.

Q25. Trouver les réels a, B et 7 tels que, pour tout t € R, x4 (t) = t* — 3 + at® + Bt + 7.

So

On dit que la matrice colonne S = 21 est solution de (E;) lorsque S = tAS + L.
2

S3
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Q26. Montrer que, pour tout ¢t € R, S est solution de (E}) si et seulement si (I4 —tA)S = L.

Pour tout t € R, on note ¢ 4 (t) le déterminant de la matrice Iy — tA.
Q27. Montrer que pour tout ¢ € R*, ¥, (t) = t*x , (1/t).
Q28. Vérifier que pour tout t € R, 1, (t) = —p>qt® + pgt® —t + 1.

Q29. En déduire que, pour ¢ au voisinage de 0, ’équation (F;) posséde une unique solution S.

Pour tout k € [[1,4], on note Uy, la k-iéme colonne de Iy — tA. On note B la base canonique de
So
S1
S2
Ss

de My,1 (C) et on suppose que la matrice colonne S = est solution de (E).

Q30. Vérifier que L = U1So + UzS1 + Uz Ss + Uy S3.
Q31. En déduire que detg (U1, Uz, Us, L) = S - detg (U1, Uz, Us,Us) = S3 - 4 (t).

Q32. Montrer que, pour t au voisinage de 0, on a 1’égalité :

. Pt
—p2qt? +pgt? —t+1°

On se propose de déterminer certaines propriétés des valeurs propres de A. On note A\ une valeur
propre complexe non nulle de A.

Q33. Montrer que A est valeur propre de la matrice transposée de A.

Q34. En déduire qu’il existe trois complexes non nuls z1, z2 et x3 tels que :

pri + qr2 = A1
(H) qre + prs = A2
pr1 = Ax3

On considére désormais trois complexes non tous nuls z1, 22 et x3 qui vérifient le systéme (#).
On note alors M = max (|z1], |z2|, |x3|) et on remarque que I'on peut toujours se placer dans
I'un des trois cas suivants :

i) M = |z3|; ii) M = |z2| avec M > |z3|; iiil) M = |z1] avec M > |z2| et M > |z3].
Q35. Montrer, en distinguant ces trois cas, que |A| < 1.

Q36. Montrer 'existence de nombres complexes A1, A2 et A3 tels que :

O< M| <] < )A3l <1 et VEER, x4 @) =t(t—X)({t—X2)(t—X3).
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Q37. Montrer I'existence de nombres complexes u, a, b et ¢ tels que :

pA0, L<lal<Ppl<lel et VEeR, () =plt—a)(t—b)(t—c).

Partie V - Etude d’un dernier cas

Dans cette partie, on suppose que :
e l'automate passe du niveau 0 au niveau 1 en générant la lettre C;
e 'automate passe du niveau 1 au niveau 2 en générant la lettre P
e l'automate passe du niveau 2 au niveau 3 en générant la lettre C;
e si automate est au niveau 0 ou 2 et qu’il génere la lettre P, alors il retombe au niveau 0;
e si 'automate est au niveau 1 et qu’il génere la lettre C, alors il reste au niveau 1.

L’expérience s’arréte deés que l'automate a atteint le niveau 3, c’est-a-dire dés que 'automate
aura généré la séquence CPC.

Q38. Reproduire, sur votre copie, la figure 3 suivante en la complétant pour résumer I’expérience

de cette partie V.
() () @
—( 0 1 2 3
@ \_/ \_/

Figure 3.

Pour i € [0,3] et n € N*, on note E,; 'événement « aprés avoir généré la n-iéme lettre,
l'automate se trouve au niveau i » et Ep; I’événement « ’automate se trouve initialement au

—+o0
niveau ¢ ». On pose pn; = P (Ey;) et pour tout ¢ € [—1, 1], on définit S; () = an,it",
n=0

On note T linstant ou, pour la premiere fois, 'automate atteint le niveau 3.

On admet que T est une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (€2, A, P) tel que
T () C N™.

On remarque que la série génératrice de T' (notée Gr) est alors Ss et on note Ry son rayon de
convergence. On rappelle que Ry > 1.

Q39. Déterminer po,0, po,1, Po,2 €t Po,3.

Pno = P:Pn-10 T D Pn-1,2
Q40. Montrer que pour tout n € N*, on a : Pri = P10+ ¢ Pro1t
Pn,2 = P Pn-1,1
Pn,3 = ¢ Pn-12
So (t

Soit ¢ € [—1,1]. On note S (¢) la matrice colonne suivante : S (t) =
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Q41.

Q42.

Q43.

Q4.

Q45.

Q46.

So(t) = tp-So(t) + tp-S2(t) + 1
Montrer que Sult) = tg-So(t) + tg-Si()

Sa(t) = tp-Si(b)

S3(t) = tg-S2(t)

Montrer que la matrice colonne S (t) est solution de 1’équation (E;) définie en partie I'V.

pq2t3

- et montrer que R > 1.
—p2qt® + pat? — ¢ + 1 ane

Montrer que Vt € |-Rr, Rr[, Gr (t) =

Montrer que 7" admet une espérance et une variance.
Donner I'expression de E (T') en fonction de ¢ seulement.

Proposer une méthode permettant de déterminer le temps d’attente moyen de la premiere

réalisation par lautomate de la séquence CCPPC : on précisera notamment le schéma des
six niveaux correspondants et la matrice analogue & A que 'on peut faire intervenir dans ce
probleme.
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Le corrigé commenté

Commentaires A

Ce sujet, constitué de 5 parties en grande partie indépendantes, regroupe essentiellement
des probabilités, des séries entiéres et de la réduction des endomorphismes.

» La premiere partie est ’étude d’un cas simple, a savoir la loi géométrique. On y
redémontre des questions de cours : I’étudiant qui ne le connait pas peut d’ores et
déja réviser le cours de 'année avant de faire la suite du sujet.

» La deuxieme partie traite des séries entieres, et plus particulierement des séries
géométriques (14 aussi, ce sont des questions de cours) et du produit de Cauchy de
deux séries entieres. Cette partie doit également étre maitrisée des étudiants.

» La troisieme partie traite d’'une méthode classique permettant de calculer une
espérance via les séries génératrices. Pour cela, on établit une relation de récurrence
entre I’état du systéme a la (n — 1)-iéme étape et a la m-iéme étape grace a la
formule des probabilités totales ; ce genre de calcul a sans nul doute déja été effectué
dans ’année pour des problemes de marche aléatoire sur un graphe par exemple.

» La quatrieme partie traite essentiellement de calculs de déterminants et de poly-
ndmes caractéristiques. Les méthodes de calcul (développement par rapport & une
ligne ou une colonne) ne doivent pas poser des difficultés et les propriétés du dé-
terminant doivent étre manipulées avec aisance (linéarité par rapport a chacune
des colonnes de sa variable par exemple). Elle se termine pas une discussion sur
l’ordre de grandeur des valeurs propres de la matrice, discussion qui est propre au
probleme et non une méthode générale. On peut alors y observer la faculté des
candidats a résoudre des problématiques proches de celles traitées dans I'année.

» Enfin, la derniere partie est une synthese globale qui permet de faire le pont entre
toutes les précédentes. C’est sans doute la plus délicate a traiter.

Partie I - Etude d’un cas simple

Commentaires

Dans la partie I, le candidat démontre des résultats de cours concernant la loi géomé-
trique. Elle doit absolument étre maitrisée et ne doit engendrer aucune difficulté.

Q1. Y suit une loi géométrique de parametre g et

VneN, P(y=n)=p""'q





