Chapitre 1.
Espaces vectoriels

Nous allons revoir la notion d’espaces vectoriels et de sous-espaces vectoriels : n’hésitez
pas a relire le chapitre 15 du tome 1 de Prépa-maths. Nous avions alors travaillé surtout sur
des espaces de matrices. Nous allons maintenant découvrir de nouveaux ensembles sous
cette nomenclature d’espaces vectoriels.

| Espaces et sous-espaces vectoriels

1.1 Définitions

Définition 1 : On appelle R-espace vectoriel (en abrégé R-ev) tout ensemble E muni de
deux opérations : une addition qui a tout couple (u, v) d’éléments de E associe u + v
élément de E et une multiplication par un réel qui a tout couple (A, u) d’un réel et d’un
élément de E associe A X u (ou Au) élément de E telles que pour tous u, v, w éléments
de E et pour tous A, u réels

aAut+tv=v+u bu+(w+w)=w+v)+w

c) il existe un vecteur nul Oy vérifiant: Vu € E, u+ 0z =0z +u = u.

d) il existe pour chaque u € E, un élément appelé symétrique ou opposé de u noté —u
et vérifiantu + (—u) = (—u) +u = 0.

e) A+ wu=Au+ uu HAlu+v) =Au+ Av

g) (Awu = A(uu) hy1xu=u

Les éléments u de E sont appelés des vecteurs et les réels A des scalaires.

Définition 2 : Soit E un R-evet F C E.

F est un sous-espace vectoriel (en abrégé ss-ev) de E lorsque 0y € F et F est stable par
I’addition et la multiplication par un réel.

C'est-a-dire 05 € F et pour tous u et v éléments de F et pour tout Aréel,u + v € F et
Au € F (ou de fagon équivalente u + Av € F).

1.2 Exemples de référence

a) R est un R-ev. En effet il est muni d’une addition et d’'une multiplication entre réels
vérifiant toutes les conditions de la définition. Son vecteur nul est le zéro réel 0 et I'opposé
de x réel est - x.
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b) Soit n un entier naturel non nul et Ey, E,, ..., E,, des R-ev.
Alors leur produit cartésien E; X E, X ... X E,,;, ensemble qui regroupe tous les n-uplets
(uq,uy, ... ,u,) avecuy €E;, u, €E,, ... , u, € E,, est un R-ev avec les opérations
suivantes : on définit, pour tout A réel, pour tout (uy,uy, ... ,uy) € E; X E; X ... X E,, et
pour tout (vq, vy, ... , V) € E; X E; X ... X Ey,, 'addition par

(Ug, Uy, e Up) + (1, Vg, v, U) = (U U, Uy + Vg, e, Uy + 1)
et la multiplication par un réel par A(uy, Uy, ... ,Uy,) = (Auyg, AUy, ... , Auy,).
En particulier R X R X ... X R encore noté R", ensemble de tous les n-uplets de réels
(%1, %5, ... , Xp), estun R-ev.
Son vecteur nul est (0,0,..,0)0 et [Ilopposé de (xq,x5 ..,%,) E R" est

(=21, X3, e , — Xp).

c) Soit D une partie de R. L'ensemble E = R des applications définies sur D et a valeurs
réelles est un R-ev. Son vecteur nul est I'application constante égale a 0 notée f, et
I'opposé de f appartenant a E est 'application —f.

En particulier I'ensemble RN des suites réelles (u,),ey Vues comme des applications
définies sur D = N est un R-ev.

d) Soit n et p deux entiers non nuls. L'ensemble des matrices a n lignes et p colonnes
M, (R) est un R-ev. De plus la matrice nulle dont tous les coefficients sont nuls notée 0,,,,
est le vecteur nul et la matrice —A est I'opposé de A € M, ,(R).

e) Soitn € N. R,,[X], 'ensemble des polynémes de degré au plus n et du polyndme nul, et
R[X], 'ensemble de tous les polyndmes, sont des R-ev.

Leur vecteur nul est le polynbme nul (par convention de degré —oo) et I'opposé du
polynédme P est —P.

Exemple 1 : Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E dans chacun des cas suivants.
a- F est le sous-ensemble des applications dérivables sur R dans E espace vectoriel des
applications définies sur R.

b-F = {P € R[X],P(0) = 0} dans E = R[X] espace vectoriel des polynémes.

c- F est le sous-ensemble des suites convergentes dans E espace vectoriel des suites
réelles.

a- L’application constante nulle est dérivable sur R donc le vecteur nul de E appartient bien
aF.

Soit f et g deux applications de F et A un réel. En particulier f et g sont dérivables sur R.
Ainsi f + Ag est dérivable sur R par produit et somme, c’est-a-dire f + Ag appartient
aussia F.

Au final F est un ss-evde E.

b- Le polyndme constant nul associe I'image 0 a 0 donc le vecteur nul de E appartient bien
aF.
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Soit P et Q deux polynédmes de F et A un réel. En particulier P(0) = 0 et Q(0) = 0. On
obtient (P + 2Q)(0) = P(0) + 1Q(0) = 0.DoncP + AQ € F.
Au final F est un ss-evde E.

c- La suite constante nulle converge vers 0 donc le vecteur nul de E appartient bien a F.
Soit (Uy)nen €t (V)nen deux suites de F et A un réel. En particulier (u,)neyn CONverge vers
un réel [ et (v,,),eny COnNverge vers un réel m. D’ou par limite d’un produit et d’'une somme,

lim u, + Av, =+ Am et (u,, + Av,) ey €5t encore une suite convergente de F.
n—-+oo

Au final F est un ss-evde E.

1.3 Sous-espaces vectoriels engendrés

Définition 3 : Soit E un R-ev, u,, u,, ..., u, nvecteurs de E et 4;, 1,, ..., 4, n scalaires.
Le vecteur u = Ayuy + A,u, + ...+ A,u, est appelé combinaison linéaire des vecteurs
Uq, Uy, ey U

On note Vect(u,uy,...,U,) le sous-ensemble de E qui regroupe toutes les
combinaisons linéaires possibles des vecteurs uq, U, ..., Uy,.

Remarque : En particulier pour n = 1, une combinaison linéaire de u, est un vecteur de la
forme Au, avec A scalaire et Vect(u, ) est le sous-ensemble de tous les vecteurs Au; avec 1
scalaire quelconque.

De la méme fagon, pour n = 2, une combinaison linéaire de u;, u, est un vecteur de la
forme A;u; + A,u, avec A4, 4, scalaires et Vect(uy,u,) est le sous-ensemble de tous les
vecteurs 1, u; + A,u, avec 44, 1, scalaires quelconques.

Propriété 1 : Soit E un R-ev et uy, Uy, ..., u, n vecteurs de E
Alors Vect(uq, Uy, ..., Uy) est un sous-espace vectoriel de E.
Il est appelé sous-espace vectoriel engendré par uy, u,, ..., Uy.

Exemple 2 : Montrer que les sous-ensembles F sont des ss-ev de E dans chaque cas suivant
en les écrivant sous la forme d’un ss-ev engendré.

a- E est le R-ev des suites réelles et F est le sous-ensemble des suites (i, ) ey telles que
pourtout n € N, Uy p = —Upyq + 6U, .

b-E = Ry[X] et F = {P € R,[X], f, P(t)dt = 0}.

a- Les suites appartenant a F sont toutes les suites récurrentes du second ordre d’équation
caractéristique x2 + x — 6 = 0. Cette équation admet deux racines 2 et —3. Ainsi
(Wpneny € F © 3(A1,1,) € R%,¥n € N,u,, = 1,2™" + A,(—3)"
Aad (un)nEN € VECt((Zn)nEN' ((_3)n)n€N)
D’ou F = Vect((2™)nen, ((—3)™)nen) €t F est un ss-evde E.

b- Soit P = aX? + bX + ¢ € R,[X] aveca, b, c réels.
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1 1 at3 £2 1
PEF@fP(t)dt=fat2+bt+cdt=0@[?+7+ct] =0
0 0 0

@a+b+ =0&c= 4 b«:P— X% + bX a b_ (XZ 1)+b<X 1)
3 T eTVTeTT3T, -a 3 2 ¢ 3 2

D'ou F = Ve(:t(X2 —;,X—%) et F estunss-evdeE.

Il Famille de vecteurs
Dans toute cette partie, on considere E un R-ev et F un ss-ev de E.

1.1 Famille génératrice

Définition 4 : Soit e, e,, ..., e, n vecteurs de E et uy, u,, ..., Up P Vecteurs de E.
La famille (ey, ey, ..., e,) est dite génératrice de E lorsque E = Vect(ey, 3, ..., €5).
La famille (uy, uy, ..., up) est dite génératrice de F lorsque F = Vect(uy, uy, ..., Up).

Exemple 3 : On reprend I'exemple 2.
a- La famille ((2™)en, ((—3)™)nen) st génératrice de F.

b- La famille (X2 - %,X - %) est génératrice de F.

Exemples de référence: a) La famille (1) constituée du seul réel 1 est une famille
génératrice de R.

b) Soit n € N*. On construit dans R" les n-uplets suivants :
e; = (1,0,..,0),e, = (0,1,0, ...,0),e5 = (0,0,1,0, ...,0), ..., e, = (0, ...,0,1)
Ces n n-uplets constituent une famille génératrice de R™.

c) Soit n € N* et p € N*. La famille des n X p matrices élémentaires (Ei]-)lsisn est une
1<j<p

famille génératrice de M, ,(R).
On rappelle que E;; est la matrice a n lignes et p colonnes dont tous les coefficient sont nuls
sauf celui situé a la i-ieme ligne et a la j-ieme colonne qui vaut 1.

d) La famille des (n + 1) polyndmes (1, X, X2, ..., X™) est une famille génératrice de R, [X]
olU X* représente I'application polynomiale qui a tout x réel associe x* pour k € N. La
famille de tous les polynémes X* pour tout k € N est une famille génératrice de R[X].

Remarque : Les familles génératrices ne sont pas uniques. En effet soit (e, ;) une famille

génératrice de E : ainsi E = Vect(e,,e,) et tout vecteur u de E s'écrit donc comme

combinaison linéaire de ey, e,, c'est-a-dire u = 1,e; + A,e, avec 4, et 4, scalaires. Mais on
Az

peut encore écrire u = %(Zel) +?(3€2) : d'ou E c Vect(2e,,3e,). Or comme on a
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immédiatement Vect(2e;,3e,) C E, au final E = Vect(2e,,3e,) et (2e4,3e,) est une
autre famille génératrice de E. Plus généralement si une famille est génératrice, alors la
famille composée des mémes vecteurs multipliés par des scalaires non nuls est encore
génératrice.

Cette remarque est aussi valable pour les familles génératrices de F.

11.2 Famille libre

Définition 5 : Soit uy, u,, ..., u, n vecteurs de E.
La famille (uy, uy, ..., u,) est dite libre lorsque pour tous scalaires 44, 4,, ..., 4,, on vérifie
I'implication :
Alul + /‘12“—2 + ..+ Anun = OE =>Vk € [[1,71]],/1,{ =0
Sinon la famille est dite liée.

Remarques : 1/ Une famille liée vérifie la négation de cette définition : c’est-a-dire il existe
n scalaires A4, 1,, ..., 4, tels que A,uq + A,u, + ...+ A, u, = 0p et tels qu’il existe au
moins un k € [1,n] pour lequel A, # 0.

2/ Soit u un vecteur de E.

La famille constituée du seul vecteur (u) est libre si et seulement siu # 0.

Attention ceci n’est valable que pour les familles constituées d’un seul vecteur.

3/ Soit u et v deux vecteurs de E.

La famille (u, v, 0g) est liée carona 0 X u+ 0 X v+ 2 X 0 = Og . Plus généralement si
une famille compte le vecteur nul parmi ses vecteurs, elle est liée.

De méme la famille (u,v,u) est liée car 1 X u+ 0 X v+ (—1) X u = 0 . En effet si une
famille comporte deux fois le méme vecteur, elle sera liée.

Enfin la famille (u, v, 2u + 3v) est liée car (—2) X u+ (=3) X v+ (2u+ 3v) =0z . Si
une famille comporte un vecteur qui est combinaison linéaire d'autres vecteurs de cette
famille, elle sera aussi liée.

Exemple 4 : Déterminer si les familles suivantes sont libres ou liées.
a- ((1,1,2),(2,1,1),(—1,0,1)) dans R3.

b- (fi:x = €%, f,: x = xe¥) dans RE.

c-(X+1,2X% — X, X3 — 3X + 2) dans R[X].

a- Soit trois scalaires 14, 45, A5. On résout :

A4:(1,1,2) + 2,(2,1,1) + A3(—=1,0,1) = (0,0,0)

S (A + 21, — 23,4, + 4,24, + 4, + 43) = (0,0,0)
A+ 24, — A3 = 0 M+ 24 — A3 =0

oA + A = 0o A, + A3 0L,<L,—L;
2, + A, + A3 =0 =34, + 34 0Ly « Ly —2L,
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/11 + 22,2 - /13 = 0 2 = —
1 = 3
(=4 _AZ + 2.3 0 S {/1 _
0 = 0Ly« L;—3L, z
En particulier —(1,1,2) + (2,1,1) + (—1,0,1) = (0,0,0)
Donc ((1,1,2), (2,1,1), (—1,0,1)) est une famille liée.

|
N
w

b- Soit deux scalaires 1;,1,. On résout A, f; + A,f, = 0, c’est-a-dire :
Vx ER, Ae* + xe* =0
En particulier pour x = 0, on obtient 1; = 0.
Ensuite pour x = 1, on doit vérifier ;e + 1,e = 0. Comme on a déjaA; = 0, on obtient
A,e=0,doud, =0
Donc (fi: x = €%, fo: x = xe¥) est une famille libre.

c- Soit trois scalaires 44, 1,, A3. On obtient par identification des coefficients :
M +1D+2,02X2-X)+ ;X3 —-3X+2)=0
(=4 /13X3 + 2/12X2 +X(/11 _/’{2 - 313) +/’{1 + 2/’{3 = 0

/‘13 = 0 Al — 0
o 24, =000, = o
/‘{1 - AZ - 313 = 0 AZ : 0

/‘11 + 22.3 = 0 3 -

Donc (X +1,2X%2 — X, X3 — 3X + 2) est une famille libre.

11.3 Base

Définition 6 : Une base de E est une famille libre et génératrice de E.
Une base de F est une famille libre et génératrice de F.

Exemple 5 : Montrer que les sous-ensembles suivants sont des ss-ev de R® et déterminer
une base de chacun d’eux.

a-F ={(x,y,2) € R®,—x + 2y + 3z = 0}
b-G={(a+b+c,a—b+3c,4a+8¢c) € R a,b,créels}

a-(x,y,2)EFo —x+2y+3z=0ox=2y+3ze (x,y,z) = 2y +32,y,2)
s (x,v,2) =y(2,1,0) + z(3,0,1)
Donc F = Vect((2,1,0), (3,0,1)).
En particulier F est un ss-ev de R3 et ((2,1,0), (3,0,1)) est une famille génératrice de F.
Ensuite soit deux scalaires 4,,1,. On résout :
1:(2,1,0) + 1,(3,0,1) = (0,0,0) & (21, + 325,14, 4,) = (0,0,0)
24 + 31, =0 A =0
=i = 0o {/1 —0
A =0 2
Donc ((2,1,0), (3,0,1)) est une famille libre. Au final il s’agit d’'une base de F.
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b-(a+b+c,a—b+3c,4a+8c) €EG

< (a+b+c,a—b+3c,4a+8c) =a(1,1,4) + b(1,-1,0) + ¢(1,3,8)

Donc G = Vect((1,1,4),(1,—1,0),(1,3,8)) . En particulier G est un ss-ev de R3 et
((1,1,4), (1,-1,0), (1,3,8)) est une famille génératrice de G.

Maintenant soit trois scalaires 4;, 1,, 3. On résout :

4(1,1,4) + A,(1, —1,0) + A5(1,3,8) = (0,0,0)

& (A + 4, + 25,4, — A, + 315,44, + 843) = (0,0,0)

Ao+ A, + A3 =0
C'est-a-dire A — A, + 34; = 0
424 + 81; = 0
M+ A+ A3 =0
= =21, + 213 = 0 Ly« L,—1L,
-4, + 4A;3 = 0L;<L;—4L,
M+ A+ A3 =0
S -2, + 243 = 0
0 = 0L3eL;—2L,
A = =224
< Ay =23

Ici on obtient par exemple pour 4; = 1:-2(1,1,4) + (1,-1,0) + (1,3,8) = (0,0,0).
La famille ((1,1,4), (1, —1,0), (1,3,8)) est donc liée. Ce n'est pas une base de G.
Pour déterminer néanmoins une base de G, on va écarter certains vecteurs tout en gardant
le caractére famille génératrice mais en essayant de tomber sur une famille libre. Pour ce
faire, on va s’appuyer sur la combinaison linéaire qui nous a permis de conclure que la
famille est liée.
On a montré que : —2(1,1,4) + (1,—1,0) + (1,3,8) = (0,0,0).
On en déduit en particulier que (1,3,8) = 2(1,1,4) — (1,—1,0).
Nous allons alors essayer la famille ((1,1,4), (1, —1,0)) comme base pour G.
On ad'abord :
(a+b+c,a—b+3c,4a+8c)€EG
s (a+b+c,a—b+3c,4a+8c) =a(1,1,4) + b(1,-1,0) + ¢(1,3,8)
s (a+b+c,a—b+3c,4a+8c) =a(1,1,4) + b(1,-1,0) + c(2(1,1,4) — (1,-1,0))
s (a+b+c,a—b+3c,4a+8c) =(a+2c)(1,1,4) + (b —¢)(1,—-1,0)
Cette derniére relation nous permet seulement de dire que G < Vect((1,1,4), (1,—1,0)) :
en effet, attention ici on ne reconnait pas forcément toutes les combinaisons linéaires
possibles des vecteurs (1,1,4),(1,—1,0) a cause des coefficients a + 2c et b—c. Or
comme dans ce cas on a G =Vect((1,1,4),(1,-1,0),(1,3,8)) , on a aussi
Vect((1,1,4),(1,—1,0)) cG.
Donc G = Vect((1,1,4),(1,—1,0)) et ((1,1,4),(1,—1,0)) est encore une famille
génératrice de G.
Ensuite soit deux scalaires 44, 1,.
A+ 1, =0
AL(,1,4)+ 4,(1,-1,0) =000 =34 — 4,
41, = 0

I
g
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Donc ((1,1,4), (1,—1,0)) est une famille libre. Au final il s'agit d'une base de G.

Propriété 2 : Soit e, e,, ..., e, n vecteurs de E.

(eq, €z, ..., e,) est une base de E si et seulement si pour tout u € E, il existe n uniques
scalaires A4, 1, ..., A, telsque u = A,e; + A,e, + ...+ A6,

Dans ce cas A4, 45, ..., 1,, sont appelés les coordonnées de u dans la base (ey, e, ..., €,)-

Exemples de référence : a) La famille (1) est constituée d’un seul vecteur non nul, donc elle
est libre. Il s’agit d’une base de R. On I'appelle la base canonique de R.
Un réel x a pour coordonnées lui-méme x dans cette base.

b) Soit n € N*. Les n n-uplets suivants constituent une famille génératrice de R™ :
e; = (1,0,...,0),e, = (0,1,0, ...,0),e5 = (0,0,1,0, ...,0), ..., e, = (0, ...,0,1)
Ils forment immédiatement une famille libre : il s'agit donc d'une base de R™. On 'appelle
la base canonique de R".
Un n-uplet (x4, x5, ... ,x;,) @ pour coordonnées x;, X, ... , X, dans cette base canonique.

c) Soitn € N* et p € N*. On a vu que la famille des n X p matrices élémentaires (Eij)15i5n
1<j<p

est une famille génératrice de M, ,(R). On montre aisément qu'elle est libre : il s'agit donc

d'une base de M, ,(R). On I'appelle la base canonique de M, ,(R).

Une matrice A = (ai]-)lsisn a pour coordonnées ses coefficients a;j dans cette base.

1<j<p
d) De méme, on a vu que la famille (1, X, X2, ..., X™) est une famille génératrice de R,,[X].
Soit Ay, A1, A, ..., A, n + 1 scalaires. On obtient par identification des coefficients :
A+t X+1L,X+ .+ X"=022 =4, =1,=..=1,=0

Ainsi (1, X,X?,...,X™) est aussi une famille libre. On I'appelle la base canonique de R,,[X].

De méme la famille de tous les polynémes X* pour tout k € N est une base de R[X].

Un polynéme P = ay + a; X + a,X*+ ...+ a,X™ a pour coordonnées ses coefficients

ay, a4, ... , Ay dans la base canonique de R, [X].

Il Dimension
Dans toute cette partie, on considere E un R-ev et F un ss-ev de E. Nous allons définir un
nouvel outil, la dimension, qui sera redoutablement efficace pour étudier nos ev. Sa théorie

repose sur le résultat suivant qui est admis.

111.1 Théorie de la dimension

Théoréme 1 : Soit n un entier naturel non nul.
Si E admet une base constituée de n vecteurs, alors toute autre base de E admet
également n vecteurs.




