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PROBLEME I – SOLITONS SPATIAUX 

Le but de ce problème est d’étudier la propagation d’une onde dans un milieu 
présentant une non linéarité de l’indice. Nous allons démontrer que sous certaines 
conditions, la diffraction peut être complètement compensée par la non linéarité. Le 
champ se propage alors sans modification de son enveloppe : une telle onde est 
appelée un soliton spatial. C’est l’équivalent du soliton temporel pour lequel la 
dispersion chromatique, qui tend à élargir une impulsion, est compensée par une non 
linéarité de l’indice. 
On rappelle les équations de Maxwell dans un milieu isotrope, sans pertes et non-
magnétique : 

 
∇⃗⃗ ∧ 𝐸⃗𝐸 = −𝜕𝜕𝐵⃗𝐵 

𝜕𝜕𝜕𝜕 ∇⃗⃗ ∙ 𝐷⃗⃗𝐷 = 0

∇⃗⃗ ∧ 𝐵⃗𝐵 = 𝜇𝜇0
𝜕𝜕𝐷⃗⃗𝐷 
𝜕𝜕𝜕𝜕 ∇⃗⃗ ∙ 𝐵⃗𝐵 = 0

 (1) 

 
 𝐷⃗⃗𝐷 = 𝜀𝜀0𝐸⃗𝐸 + 𝑃⃗𝑃  (2) 

La polarisation induite dans le milieu est : 

 𝑃⃗𝑃 = 𝑃⃗𝑃 (1) + 𝑃⃗𝑃 𝑁𝑁𝑁𝑁 (3) 

où 𝑃⃗𝑃 (1) = 𝜀𝜀0𝜒𝜒(1)𝐸⃗𝐸    est la polarisation linéaire et 𝑃⃗𝑃 𝑁𝑁𝑁𝑁 la polarisation non linéaire. 
𝜒𝜒(1) est la susceptibilité électrique linéaire. Elle est réelle car le milieu est sans 
pertes. 
 
1. Montrer que le champ électrique est solution de l’équation de propagation : 

 Δ𝐸⃗𝐸 − 𝑛𝑛2

𝑐𝑐2
𝜕𝜕2𝐸⃗𝐸 
𝜕𝜕𝑡𝑡2 = 𝜇𝜇0

𝜕𝜕2𝑃⃗𝑃 𝑁𝑁𝑁𝑁 
𝜕𝜕𝑡𝑡2  (4) 

où 𝑛𝑛 est l’indice que l’on reliera à la susceptibilité linéaire 𝜒𝜒(1). 
 
2. On se place dans le cas scalaire. On considère un champ et une polarisation de 
la forme : 

 𝐸𝐸 = ℰ(𝑥𝑥, 𝑧𝑧)𝑒𝑒𝑖𝑖(𝑘𝑘𝑘𝑘−𝜔𝜔𝜔𝜔)

𝑃𝑃𝑁𝑁𝑁𝑁 = 𝒫𝒫𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑥𝑥, 𝑧𝑧)𝑒𝑒𝑖𝑖(𝑘𝑘𝑘𝑘−𝜔𝜔𝜔𝜔) (5) 

où ℰ et 𝒫𝒫𝑁𝑁𝑁𝑁 sont les enveloppes lentement variables en 𝑧𝑧 du champ et de la 
polarisation. 
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