Chapitre 1

Rappels sur les outils
mathématiques et numériques

Dans ce chapitre, nous allons rappeler les concepts de base de la méca-
nique quantique, les méthodes numériques employées ainsi que le langage de
programmation adopté pour illustrer les différents concepts qui seront abordés
dans les chapitres suivants.

L’objectif de cet ouvrage n’est pas de réaliser une étude comparative des
différentes méthodes numériques existantes pour résoudre ’équation de Schro-
dinger mais de fournir un outil pédagogique sous forme de programmes nu-
meériques simples d’utilisation qui permettent aux lecteurs de mieux appré-
hender ou visualiser les concepts de base de la mécanique quantique. Pour ce
faire, nous avons choisi d’employer une méthode numérique qui a 'avantage de
concilier outils mathématiques de la mécanique quantique et programmation
numérique. Nous verrons dans la suite que la résolution numérique de 1’équa-
tion de Schrédinger se raméne simplement & une recherche de valeurs propres
du hamiltonien d’un systéme physique.

1.1 Rappel de mécanique quantique

1.1.1 Notion de fonction d’onde

En mécanique quantique, 1’état d'une particule, telle que 1’électron (nous
ne tenons pas compte ici du spin de ’électron, ceci sera fait dans les chapitres
11 et 12), est caractérisé par une fonction d’onde notée ¥(r,t). Cette fonction
d’onde se substitue au concept de trajectoire issu de la mécanique classique
newtonienne. Elle est interprétée comme une amplitude de probabilité de pré-
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sence. On définit la densité de probabilité dP de trouver la particule, a I'instant
t, dans un élément de volume dV = d®r = dx dy dz, situé au point r, comme :

dP = P(r,t)dgr = |\Il(r,t)]2d3r avec /// dP =1 (1.1)
14

L’équation précédente implique que la fonction d’onde? doit étre de carré som-

mable, c’est-a-dire :
// | (r,t)2d3r = 1 (1.2)
1%

L’ensemble des fonctions d’onde réguliéres et de carrés sommables, vérifiant
l'intégrale précédente, appartient a l’espace vectoriel FP muni d’un produit
scalaire, d’opérations unitaires et d’une base orthonormée discréte.

1.1.2 Espace des états et notation de Dirac

Pour simplifier les équations et leurs manipulations, Paul Dirac a introduit
en 1939 la notation dite bra et ket. Elle est basée sur le fait que tout état
quantique d’une particule est caractérisé par un vecteur d’état appartenant a
un espace abstrait &, appelé espace des états d’une particule. On peut noter
que & est un sous espace de 'espace de Hilbert ©.

Un vecteur de 'espace des états d’une particule & est appelé ket (vecteur
colonne) et est noté :

[v) tel que Y(r)e Fe ) e

En introduisant I’espace dual £*, dans lequel un vecteur est appelé bra (vecteur
ligne) et noté (1|, on peut définir les opérations suivantes :

— Le produit scalaire entre deux états correspond a la projection d’un
vecteur de I’espace des états [¢)) sur un vecteur de I'espace dual (/| dans

a. La fonction d’onde est la projection de I'état quantique d’un systéme sur un espace
euclidien muni du temps. En fait, c’est ’état quantique (de dimension potentiellement infinie)
qui contient toute I'information.

b. L’espace F des fonctions d’onde est constitué par des fonctions suffisamment réguliéres
de Pensemble £2. En d’autres termes, F est un sous-espace de £2.

c. Espace vectoriel muni d’un produit scalaire euclidien ou hermitien qui permet de me-
surer des longueurs et des angles. Il étend les méthodes de I'algébre linéaire et de 'analyse
des espaces euclidiens classiques (plan & deux dimensions et espace a trois dimensions) a des
espaces de dimension quelconque, finie ou infinie.
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I’espace euclidien. Ce produit scalaire, dit braket (crochet), s’écrit :

W)= [[] vwwmar (1.3)

ou Y™ (r) est le compleze conjugué de ¢’ (r), c’est-a-dire (¢)'| — [¢). No-
tons que (¢'|¢) = ([1)')", en remplagant le ket par le bra associé.

— Un opérateur linéaire A fait correspondre tout ket [y € € & un
autre ket |¢) tel que :

A~

[v') = Aly) (1.4)

Un exemple d’opérateur linéaire : le projecteur Pw = [¢) (¢|. Son ac-
tion sur un ket quelconque [¢') donne Py [¢)') = [1) (1|1} ot le produit
scalaire du ket [¢') par [¢), (¥]¢)'), représente le coefficient de propor-
tionnalité.

— L’opérateur adjoint At d'un opérateur linéaire A est défini comme :

(Y| = (p] Al (1.5)

en remplacant les kets par les bras associés et I'opérateur par son ad-
joint 4. Notons que dans une représentation matricielle de 'opérateur A
conformément a I’équation (1.9), AT est obtenu en prenant le compleze
conjugué de la transposée de la matrice représentant A: A;ri, = A},

Le produit scalaire <¢’ ‘A’ w> donne les éléments de matrice de A

entre [¢) et [¢)'). On peut définir alors un opérateur adjoint tel que :
(v]ale) = v |4tlv) (19

Signalons qu’il existe une autre notation pour désigner I’action de I'opé-

flz/z> = AY) et donc

rateur linéaire A sur un ket quelconque [¢)) :

(Au| = (| AT

Un opérateur est hermitien (auto-adjoint) §'’il coincide avec son
adjoint A = AT tel que :
)=

Y = (o) (av

> (1.7)
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Représentation {|x)} Notation vectorielle de Dirac
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FiquRE 1.1 — Hllustration du concept de fonction d’onde et notation de Dirac.
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Dans une représentation matricielle de 'opérateur fl, conformément 3

I'équation (1.9), A est hermitAien si: A;.rz., = A}, = A;y. Ceci implique
que la matrice représentant A est symétrique (A = Ay;) d’éléments
réels (donc de valeurs propres réelles).

— Dans une base discréte orthogonale {|¢;)} (ou continue {|w,)}), les
kets [¢) et [¢)') se décomposent respectivement ainsi :

) = cler) et ') = sz‘/ (2%

Z'/

Le produit scalaire dans cette base € s’écrit donc :

€o
1

<¢/W> - (bEk)a T7 e 7b2<’7 o ) - Zb;k’ci’ (18)

(&1

Les éléments de matrice de lopérateur linéaire A dans cette basef
s’écrivent également :

Ao Aot -+ Aoy - co

Ao A - A - c1

1A _ Pk * . . . . : . :
(w|d|w) = @ger-- 0| 0 F o E o

A A o Ay oo Cir

_ >k
= D b Aiwci

La figure 1.1, illustre les différentes notions introduites dans ce paragraphe.
Pour ce faire, nous avons utilisé les résultats de l'oscillateur harmonique du
chapitre 4, obtenus a 'aide de la méthode FGHR dans laquelle la fonction
d’onde a été développée dans une base d’ondes planes (1.70).

1.1.3 Représentations {|r)} et {|p)}

La régle de quantification canonique permet d’associer dans l’espace car-
tésien a la position r(x,y,z) 'observable 1(Z,7,2) et & I'impulsion p(pz,py.p-)

d. Pour les constantes, nous les remplacons par leurs complexes conjugués.
e. (@'|p) = [[f, ¥ (r)y(r)d’r pour le cas d'une base continue.

121’ LD> = [[da da'b* (a)Ala,a’)c(a).

f. Pour une base continue {|w.)}, on obtient <1[/
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I'observable p(py,py,p>) = —thV (—1hd,,—1hd,,—1h0,). L’action de I'opérateur
position & (respectivement ¢ et Z) sur le ket |r) donne :

Zlr) =z |r) (1.10)

De maniére analogue, l'action de 'opérateur impulsion p, sur le ket |p) (res-
pectivement p, et p.) est :

Pz |P) = pz|P) (1.11)

Ces deux bases satisfont aux relations d’orthonormalisation :

(rlr') = d(r—171')
{<plp’> = d(p—p) (112

et de fermeture :

Piey = [drine =1
{P{Im} = [&plp){p| = 1 (1.13)

ou I désigne 'opérateur identité et delta § est la distribution de Dirac.

Remarque 1 : le produit scalaire d’un ket quelconque |¢) de € par |r) donne
la fonction d’onde : (r|p) = ¥(r) = Y(x,y,2).

Remarque 2 : le produit scalaire d’un ket quelconque |¢) de € par |p) donne
la fonction d’onde : (ply) = Y(p) = V(Pz.py.p2)-

Le passage de la représentation {|r)} & la représentation {|p)} se fait a
I'aide de l'expression :

(rlp) = (27rhl)3/2ei"'r (1.14)

ce qui permet d’écrire :

relation de fermeture

(xjy) = < i o) o ¢>

= JI] @p(r|p) (pl®)
W) = Gy JI] e T ()

(1.15)
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et

relation de fermeture
<p G w>
= [ &r (plr) (rld)
v(p) = W JI[ d®r e mP T 4(r)

avec 1 (p) appelée transformée de Fourier de (r).

(ply)
(1.16)

Comme nous 'avons mentionné plus haut, en représentation {|r)}, I'opéra-
teur p coincide avec 'opérateur différentiel %V appliqué aux fonctions d’onde.
Ainsi les éléments de matrice, par exemple de = et p, entre deux kets, sont
respectivement :

(WNzl) = W ([f]dr[r)(x]) 2ly)
=[] d&r @ |r) x (r|p) (1.17)
= [[J @ry™(r) x (r)
et
Waly) = (| ([[] drlr)(r|ps) |v)
= [ffdr{ w!r rmw (1.18)
— hfff d37”¢/* ) 8¢(r

dans lesquels sont utilisés (r| & = z (r| et (r|p, [¢)) = ﬁ(r)@ (rl).

—

Remarque 38 : pour rappel, &1 = & et ﬁ;r; = P, sont des opérateurs hermi-

tiens®.

De fagon analogue aux équations précédentes, il est commode de calculer
les commutateurs entre opérateurs £, 4, 2, Pz, Dy et p.. Ceci permet de trouver
les relations suivantes :

i = 0
[7i,pj] = hdij

g. L'opérateur O, n’est pas hermitien en raison du changement de signe introduit par
l'intégration par partie lors du calcul de (¢'|px|v) qui donne (v|p.|1)')™; conformément &
(1.7) pour un opérateur hermitien. C’est donc —9, qui est hermitien, ce qui explique la
présence de —1 dans —1h0,.
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Par ailleurs, lors d’une mesure, il est important de prendre en compte la dis-
persion des valeurs de la grandeur physique étudiée. On définit alors I’écart
quadratique moyen (écart-type) d’une observable, par exemple &, comme :

Az =/ (z?) — (z)* (1.20)
(z) = wl0) t (2% = o (1.21)

Si I'on applique la définition précédente aux observables 1 et p, nous pouvons
démontrer en utilisant leurs relations de commutation que quel que soit 1’état
|1}, nous aurons :

Ardp; > Doy i = (ew) (1.22)

L’expression précédente est connue sous le nom de la relation d’incertitude
de Heisenberg™. Elle est illustrée sur la figure 1.2 pour le cas de 'oscillateur
harmonique (état fondamental) que I'on verra au chapitre 4. Cette relation
traduit le fait que lors d’une mesure, on ne peut connaitre simultanément la
position et la quantité de mouvement d’une méme particule avec une précision
infinie.

1.1.4 Postulats de la mécanique quantique

Dans le paragraphe 1.1.1, nous avons rappelé que I'état quantique d’une
particule est caractérisé & un instant donné par une fonction d’onde de carré
sommable. Puis, dans les paragraphes 1.1.2 et 1.1.3, nous avons introduit la
notation de Dirac, I'espace des états d’une observable ainsi que les représen-
tations |r) et |p). Dans ce paragraphe, nous allons énoncer les postulats de la
mécanique quantique qui seront ’'objet de notre étude dans cet ouvrage no-
tamment lors des exercices d’application sous PYTHON.

— ler postulat : L’état quantique d’un systéme physique & l'instant ¢ est
décrit par un ket |¢)) appartenant a l'espace des états &.

2¢me postulat : Toute grandeur physique mesurable A est décrite par
une observable & laquelle on associe un opérateur (linéaire) hermitien A .

h. Plus généralement, on a : AAAB > % ’< [A,§]>‘



