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����� �� �����	 
� ���
�	� �� �������
�	� dP �� 	������ 
� ���	���
�� � 
���
	��	

t� ���
 �� �
����	 �� ��
��� dV = d3r = dx dy dz� 
�	�� �� ����	 �� ����� �

dP = P(�,t)d3r = |Ψ(�,t)|2d3r ����

∫∫∫
V
dP = 1 �����

������	��� ��������	� ���
���� ��� 
� ����	��� ������ � ���	  	�� �� ����� 
���

������ ���
	!�!���� � ∫∫∫
V
|Ψ(�,t)|2d3r = 1 ���"�
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 ����	���
 ������ ��#�
�$��
 �	 �� �����
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���	�#��
� ��������	�� �����	���	 � 
��
���� ���	����
 F � ���� ���� ������	
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 �	 ����� ��
� ��	%������� ��
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	 ��
�� 
�� 
� ���	 ��� 	��	 �	�	

����	���� ����� ���	���
� �
	 �����	���
� ��� �� ������� ������ �����	����	 �

�� �
���� ��
	���	 E � ����
� �
���� ��
 ����
 ����� ���	���
�� �� ���	 ��	��

��� E �
	 �� 
��
 �
���� �� 
��
���� �� +�
���	 ��

,� ���	��� �� 
��
���� ��
 �	�	
 ����� ���	���
� E �
	 ����
� ��� ����	���

��
����� �	 �
	 ��	� �

|ψ〉 	�
 ��� ψ(�) ∈ F ⇔ |ψ〉 ∈ E

*� ��	�����
��	 
��
���� ���� E∗� ���
 
����
 �� ���	��� �
	 ����
� ��� ����	���


�#��� �	 ��	� 〈ψ|� �� ���	 ������ 
�
 �����	���
 
�����	�
 �

- �� ������	 
��
���� ��	�� ���. �	�	
 �����
���� � 
� ���/��	��� ����

���	��� �� 
��
���� ��
 �	�	
 |ψ〉 
�� �� ���	��� �� 
��
���� ���
 〈ψ′| ���
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〈
ψ′|ψ

〉
=

∫∫∫
V
ψ′∗(�)ψ(�)d3r ��
��

�� ψ′∗(�) ��� �� ��	����� �������
 �� ψ′(�)� ���������
�� 〈ψ′| → |ψ′〉
 ���

���� �	� 〈ψ′|ψ〉 = 〈ψ|ψ′〉∗� �� ������ ��� �� !�� ��� �� "�� �����
�


# �� ������	
� �������	 Â $�
� ������������ ��	� !�� |ψ〉 ∈ E � 	�

�	��� !�� |ψ′〉 ��� �	� � ∣∣ψ′〉 = Â |ψ〉 ��
%�

&� �'����� ���������	� �
���
�� � �� ���(����	� P̂ψ = |ψ〉 〈ψ|
 )�� ���

�
�� �	� 	� !�� �	������	� |ψ′〉 ����� P̂ψ |ψ′〉 = |ψ〉 〈ψ|ψ′〉 �� �� ����	
�

�����
�� �	 !�� |ψ′〉 ��� |ψ〉� 〈ψ|ψ′〉� ���������� �� ���*�
��� �� �������

�
�����
��


# 
�������	
� ������� Â† ��	� �������	� �
���
�� Â ��� ��+�
 ����� �〈
ψ′∣∣ = 〈ψ| Â† ��
��

�� ������ ��� ��� !��� ��� ��� "��� �����
�� �� ���������	� ��� ��� ���

(�
�� �
 ������ �	� ���� 	�� �����������
�� ����
�
���� �� ���������	� Â�

���$�������� � ����	��
�� ��
,�� Â† ��� �"���	 �� ������� �� ��	�����

�������
 �� �� ��������
� �� �� 	���
�� ������������ Â � A†
ii′ = A∗

i′i


# 
	 ����
�� �������	
〈
ψ′
∣∣∣Â∣∣∣ψ〉 ����� ��� 
�
	���� �� 	���
�� �� Â

����� |ψ〉 �� |ψ′〉
 -� ��	� ��+�
� ����� 	� �������	� ��(�
�� ��� �	� �〈
ψ′
∣∣∣Â∣∣∣ψ〉∗ = 〈

ψ
∣∣∣Â†

∣∣∣ψ′
〉

��
.�

)
/������ �	�
� �'
��� 	�� �	��� �����
�� ��	� ���
/��� �����
�� �� ������

����	� �
���
�� Â �	� 	� !�� �	������	� |ψ〉 �
∣∣∣Âψ〉 = Â |ψ〉 �� ����〈

Âψ
∣∣∣ = 〈ψ| Â†


# �� ������	
� 	�� �	�����	� ��
����������� ��
� ��0��
�� �1�� ���

��(�
�� Â = Â† ��� �	� �〈
ψ′
∣∣∣Â∣∣∣ψ〉∗ = 〈

ψ
∣∣∣Â∣∣∣ψ′

〉
�	

〈
Âψ′

∣∣∣ψ〉 =
〈
ψ′
∣∣∣Â ψ

〉
��
2�
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Notation vectorielle de Dirac Représentation |ݔ⟩  

Fonction d’onde |߰଴⟩ 
ℰ 

Décomposition 
dans une base 

(3 points)  ߮ସସ 

߮ହ଴ 

߮ହ଺ 
߮ସସ 

߮ହ଴ 

߮ହ଺ 
ܿସସ 

|߰଴⟩ = ෍ ܿ௜ᇲ|߮௜ᇲ⟩௜ᇲୀସସ,ହ଴,ହ଺  ܿହ଴ 

Opérations 
addition et 

multiplication 

|߰଴⟩ ߰ଵ(ݔ) ߮ସସ 

߮ହ଴ 

߮ହ଺ 

|߰଴⟩ |߰ଵ⟩ ห߰ᇱ௖ൿ 

Produit scalaire 

Aires entre les 
courbes s’annulent 

ห߰ᇱௗൿ = 15 |߰଴⟩ + 2|߰ଵ⟩  

|߰଴⟩ |߰ଵ⟩ 
߰ଵ ߰ᇱௗ߰ᇱௗ ߰ᇱௗ |߰ଵ⟩  

߰଴ ߰ଵ = 0 

Opérateur 
linéaire 

(a) 

(b) 

(c) 

(d) 

߰ᇱௗ ߰ᇱௗ = 1 

(e) ߰଴(ݔ) ܪ෡߰଴(ݔ) =  (ݔ)଴߰଴ܧ
|߰଴⟩ 
 ෡|߰଴ൿܪ

ห߰ᇱ௘ൿ 
߮ସସ 

߮ହ଴ 

߮ହ଺ ܧ଴ܿସସ 

 ଴ܿହ଴ܧ

|߰଴⟩ ܪ෡|߰଴⟩ =  ⟨଴|߰଴ܧ

ܿ௜ᇲ = ߮௜ᇲ ߰଴  

(cas général, ห߰ᇱ௘ൿ) (|߰଴⟩ vecteur propre de ܪ෡)  

߰଴ ݔ = ෍ ܿ௜ᇲ߮௜ᇲ(ݔ)ଽଽ
௜ᇲୀ଴  

߰଴(ݔ) ߰ᇱ௖ ݔ = ߰଴(ݔ)+2߰ଵ(ݔ) 
|߰ଵ⟩ 

߮௜ᇲ ݔ = ݔ)ߜ −  (௜ᇲݔ
݅ᇱ 0 99 44 50 56 

 ᇲ࢏ࢉ

 ૝૝ࢉ

 ૞૙ࢉ

 ૞૟ࢉ

������ ��� � ����
������� �� ������� �� �������� ������ �� �������� �� �����
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������ Â� �
��
��
���� �

��
�����
� ������ Â ��� ��������� �� � A†
ii′ = A∗

i′i = Aii′ � ���� ��	�����

��� �� ������� ��	�
������� Â ��� ���
������ �Aii′ = Ai′i� ��
�
�����

�
��� ��
�� ��  ������ 	�
	��� �
�������

! ���� ��� ���� �	�
��
� 
���
"
���� {|ϕi′〉} �
� �
������ {|wα〉}�� ���
#��� |ψ〉 �� |ψ′〉 �� �
�
�	
���� ���	���� ����� ����� �

|ψ〉 =
∑
i′

ci′ |ϕi′〉 ��
∣∣ψ′〉 =∑

i′
bi′ |ϕi′〉

$� 	�
���� �������� ���� ����� %��� � ��
���� �
�� �

〈
ψ′|ψ

〉
= (b∗0, b

∗
1, · · · , b∗i′ , · · · )

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

c0
c1
���

ci′
���

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

∑
i′

b∗i′ci′ ���&�

$�� 
�
����� �� ������� �� ��
	
������ ���
���� Â ���� ����� %��� �

��
��� ��� 
"������� �

〈
ψ′
∣∣∣Â∣∣∣ψ〉 = (b∗0, b∗1, · · · , b∗i , · · · )

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

A00 A01 · · · A0i′ · · ·
A10 A11 · · · A1i′ · · ·
���

���
���

���
���

Ai0 Ai1 · · · Aii′ · · ·
���

���
���

���
���

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

c0
c1
���

ci′
���

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=
∑

ii′ b
∗
iAii′ci′

�����

$� '"��� ���� �������� ��� ��(
������ �
��
�� ����
������ ���� �� 	���"��	���

)
�� �� ������ �
�� � 
�� ������
 ��� �
������� �� ��
���������� ����
����� ��

���	���� *� 
%����� � ������ �� �� �
��
�� +,-. ���� �������� �� �
����
�

��
��� � 
�
 �
 ��
		
� ���� ��� %��� ��
���� 	����� ����/��

����� �����	�
���
�
	 {|�〉} �� {|�〉}
$� �0"�� �� ������'����
� ���
����� 	����� �����
���� ���� ����	��� ���1

�
���� � �� 	
����
� �(x,y,z) ��
%��� �%�� �̂(x̂,ŷ,ẑ) �� � ����	����
� �(px,py,pz)

�� ���� ��	 
��	�
���	� ���	 ��	 �����
���	 �
� ����	 
�������	 
�������	�

�� 〈ψ′|ψ〉 = ∫∫∫
V
ψ′∗(�)ψ(�)d3r ���� �� 

	 ����� �
	� 
��������

�� ���� ��� �
	� 
������� {|wα〉}� �� �������
〈
ψ′

∣∣∣Â
∣∣∣ψ

〉
=

∫∫
dα dα′b∗(α)A(α,α′)c(α′)�
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�������	
��� �̂(p̂x,p̂y,p̂z) = −ı�∇(−ı�∂x,−ı�∂y,−ı�∂z)� ��

���� �� ������
����

�������� x̂ ������
��	����� ŷ �� ẑ� ��� �� ��� |�〉 ����� �

x̂ |�〉 = x |�〉 ������

�� �
����� 
�
������ ��

���� �� ������
���� ��������� p̂x ��� �� ��� |�〉 ���� 

��
��	����� p̂y �� p̂z� ��� �

p̂x |�〉 = px |�〉 ������

!�� ���" �
��� �
���#��� 
�" ���
����� �����$�����
���
���� �{
〈�|�′〉 = δ(�− �

′)
〈�|�′〉 = δ(�− �

′) ����%�

�� �� #�������� � {
P̂{|�〉} =

∫
d3r |�〉 〈�| = I

P̂{|�〉} =
∫
d3p |�〉 〈�| = I

����&�

�' I ������� ������
���� �������� �� ����
 δ ��� �
 ������������ �� ���

�

�������� 	 � �� ������� 
������� ���� ��� ���������� |ψ〉 �� E ��� |�〉 �����
�� �������� ������ � 〈�|ψ〉 = ψ(�) ≡ ψ(x,y,z)


�������� � � �� ������� 
������� ���� ��� ���������� |ψ〉 �� E ��� |�〉 �����
�� �������� ������ � 〈�|ψ〉 = ψ̄(�) ≡ ψ̄(px,py,pz)


�� �
��
�� �� �
 ���������
���� {|�〉} ( �
 ���������
���� {|�〉} �� #
�� (

��
��� �� ���"�������� �

〈�|�〉 = 1

(2π�)3/2
e

ı
�
� · � ����)�


� *�� ������ ���
���� �

〈�|ψ〉 =

〈
�

∣∣∣∣∣∣∣∣
�������� 	� 
��������︷ ︸︸ ︷∫∫∫

d3p |�〉 〈�|

∣∣∣∣∣∣∣∣ψ
〉

=
∫∫∫

d3p 〈�|�〉 〈�|ψ〉

ψ(�) = 1
(2π�)3/2

∫∫∫
d3p e

ı
�
� · � ψ̄(�)

����+�
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