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Sujet no 1

Banque commune École Polytechnique -
InterENS filière PSI 2017

L’énoncé

Notations

Dans tout le texte, on adopte les notations suivantes :

— Pour toute fonction f définie sur un intervalle de R et tout entier n ě 1, on note f pnq la
fonction dérivée n-ème de f sur cet intervalle (quand cette dérivée n-ème existe).
Ainsi, f p1q “ f 1, f p2q “ f2, etc. On convient que f p0q “ f .

— Pour tout entier n ě 1, on pose n! “
n

ź

k“1

k “ 1 ˆ . . . ˆ n la factorielle de n. On convient que

0! “ 1.
— Pour tous n P N˚ et m P N˚, Mn,mpRq désigne l’ensemble des matrices à coefficients réels

ayant n lignes et m colonnes. On pose MnpRq “ Mn,npRq, et on note In la matrice identité
de MnpRq. Le déterminant d’une matrice carrée A “ rai,js1ďi,jďn P MnpRq sera noté detpAq.
Sa transposée est notée tA “ raj,is1ďi,jďn. Lorsque A “ ra1,1s P M1,1pRq on identifie A au
réel a1,1.

— On note RrXs le R-espace vectoriel des polynômes à coefficients réels. Pour tout entier
n ě 0, on désigne par RnrXs le R-espace vectoriel des polynômes à coefficients réels et de
degré inférieur ou égal à n. Les polynômes de RrXs et les fonctions polynomiales associées
seront notés identiquement. Ainsi, si par exemple P P RrXs désigne un polynôme, alors la
fonction polynomiale associée sera aussi notée P .

— Étant donné un R-espace vectoriel de dimension finie E, on note 0E l’élément nul de E,
et on note IdE l’application identité de E dans lui-même. On note L pEq l’ensemble des
endomorphismes de E.
Si L P L pEq est un endomorphisme de E et n ě 2 un entier naturel, on note Ln l’application
composée de L avec lui-même n fois : Ln “ L ˝ L ˝ . . . ˝ L (n fois). Par convention L0 “ IdE

et L1 “ L. Le noyau et l’image de L seront notés respectivement ker L et im L.
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10 L’énoncé

Si F1 et F2 sont deux sous-espaces vectoriels de E, on note F1 ` F2 la somme de ces deux
sous-espaces. On écrira F1 ‘ F2 pour signifier que cette somme est directe. Si, de plus, E est
muni d’un produit scalaire, on écrira F1 ‘K F2 pour signifier que la somme est orthogonale,
c’est-à-dire que F1 et F2 sont orthogonaux entre eux. L’orthogonal d’un espace sous-espace
vectoriel F de E sera noté F K. On notera dimpF q la dimension de F .
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Partie I
Soit m ě 2 un entier naturel et E un R-espace vectoriel de dimension 2m`1. Cet espace est muni
d’un produit scalaire x¨ | ¨y. Soient T et M deux endomorphismes de E vérifiant les hypothèses
suivantes :
(H1) T 2m ‰ 0L pEq et T 2m`1 “ 0L pEq.
(H2) M2 “ IdE .
(H3) @pv, wq P E2, xMpvq | wy “ xv | Mpwqy.
(H4) T ˝ M ` M ˝ T “ 0L pEq.

On pose dans la suite

F ` “ kerpM ´ IdEq, F ´ “ kerpM ` IdEq.

On considère l’application S de E ˆ E dans R définie par

@pv, wq P E2, Spv, wq “ xv | T pwqy ` xT pvq | wy,

et on note G l’ensemble des éléments u P E vérifiant les deux propriétés :
(a) u P impT q,
(b) @v P E, Spu, vq “ 0.

1. Pour tout vecteur v P E, on pose

v` “ v ` Mpvq, v´ “ v ´ Mpvq.

(a) Montrer que : @v P E, v` P F ` et v´ P F ´.
(b) Montrer que E “ F ` ‘K F ´.
(c) Montrer que : @v P F `, T pvq P F ´ et que @v P F ´, T pvq P F `.

En déduire que F ` et F ´ sont stables par T 2.
2. Montrer que pour tout k P t0, 1, . . . , 2mu, impT k`1q Ă impT kq et impT k`1q ‰ impT kq.
3. En déduire que pour tout k P t0, 1, . . . , 2m ` 1u, on a

dimpim T kq “ 2m ` 1 ´ k, dimpker T kq “ k.

4. En déduire aussi que im T k “ ker T 2m`1´k pour 0 ď k ď 2m ` 1.
5. Soit k P t1, 2, . . . , 2m ` 1u et z P

`

im T k
˘K X

`

im T k´1˘

tel que z ‰ 0E . Après avoir justifié
l’existence d’un tel vecteur z, montrer que T 2m`1´kpzq ‰ 0E .

6. Montrer que pour tout nombre réel α, l’endomorphisme IdE ` αT 2 est bijectif et que

pIdE ` αT 2q´1 “
m
ÿ

k“0

p´1qkαkT 2k,

où pIdE ` αT 2q´1 désigne l’endomorphisme inverse de IdE ` αT 2.
7. Montrer que G est un sous-espace vectoriel de E et que G X kerpT q “ t0Eu.
8. En déduire que l’application pv, wq P G ˆ G ÞÑ xT pvq | T pwqy est un produit scalaire sur

G.
9. Soit k P N.

(a) Montrer que M ˝ T k “ p´1qkT k ˝ M .
(b) En déduire que im T k et ker T k sont stables par M .
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Partie I
Soit m ě 2 un entier naturel et E un R-espace vectoriel de dimension 2m`1. Cet espace est muni
d’un produit scalaire x¨ | ¨y. Soient T et M deux endomorphismes de E vérifiant les hypothèses
suivantes :
(H1) T 2m ‰ 0L pEq et T 2m`1 “ 0L pEq.
(H2) M2 “ IdE .
(H3) @pv, wq P E2, xMpvq | wy “ xv | Mpwqy.
(H4) T ˝ M ` M ˝ T “ 0L pEq.

On pose dans la suite

F ` “ kerpM ´ IdEq, F ´ “ kerpM ` IdEq.

On considère l’application S de E ˆ E dans R définie par

@pv, wq P E2, Spv, wq “ xv | T pwqy ` xT pvq | wy,

et on note G l’ensemble des éléments u P E vérifiant les deux propriétés :
(a) u P impT q,
(b) @v P E, Spu, vq “ 0.

1. Pour tout vecteur v P E, on pose

v` “ v ` Mpvq, v´ “ v ´ Mpvq.

(a) Montrer que : @v P E, v` P F ` et v´ P F ´.
(b) Montrer que E “ F ` ‘K F ´.
(c) Montrer que : @v P F `, T pvq P F ´ et que @v P F ´, T pvq P F `.

En déduire que F ` et F ´ sont stables par T 2.
2. Montrer que pour tout k P t0, 1, . . . , 2mu, impT k`1q Ă impT kq et impT k`1q ‰ impT kq.
3. En déduire que pour tout k P t0, 1, . . . , 2m ` 1u, on a

dimpim T kq “ 2m ` 1 ´ k, dimpker T kq “ k.

4. En déduire aussi que im T k “ ker T 2m`1´k pour 0 ď k ď 2m ` 1.
5. Soit k P t1, 2, . . . , 2m ` 1u et z P

`

im T k
˘K X

`

im T k´1˘

tel que z ‰ 0E . Après avoir justifié
l’existence d’un tel vecteur z, montrer que T 2m`1´kpzq ‰ 0E .

6. Montrer que pour tout nombre réel α, l’endomorphisme IdE ` αT 2 est bijectif et que

pIdE ` αT 2q´1 “
m
ÿ

k“0

p´1qkαkT 2k,

où pIdE ` αT 2q´1 désigne l’endomorphisme inverse de IdE ` αT 2.
7. Montrer que G est un sous-espace vectoriel de E et que G X kerpT q “ t0Eu.
8. En déduire que l’application pv, wq P G ˆ G ÞÑ xT pvq | T pwqy est un produit scalaire sur

G.
9. Soit k P N.

(a) Montrer que M ˝ T k “ p´1qkT k ˝ M .
(b) En déduire que im T k et ker T k sont stables par M .
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12 L’énoncé

10. Montrer que l’une des deux assertions suivantes est vraie : (i) ker T Ă F ` (ii) ker T Ă F ´.
11. On suppose ici que kerpT q Ă F `.

(a) Montrer que : @z P F ´, T 2mpzq “ 0E .

(b) Montrer que
`

im T
˘K Ă F ` et que

`

im T 2˘K X im T Ă F ´.

(c) Soit z P
`

im T
˘K avec z ‰ 0E . Montrer que T pzq P G` et que T pzq ‰ 0E .

(d) Soit z P
`

im T 2˘K X pim T q avec z ‰ 0E . Montrer que T pzq P G` et que T pzq ‰ 0E .
12. On dit désormais qu’un couple pw1, w2q P E ˆ E est une paire caractérisante de G si w1

et w2 vérifient les trois propriétés :
(A) w1 P F `, T pw1q P GK et T pw1q ‰ 0E ,
(B) w2 P F ´, T pw2q P GK et T pw2q ‰ 0E ,

(C) wi P
`

im T 2˘K pour i “ 1 et i “ 2.
Déduire des questions précédentes l’existence d’une paire caractéristique de G.

13. En déduire que dimpGq ď 2m ´ 2.
14. On suppose maintenant que G vérifie l’hypothèse suivante :

(H5) dimpGq “ 2m ´ 2.

Montrer que si pw1, w2q est une paire caractérisante de G alors
`

T pw1q, T pw2q
˘

constitue
une base de GK.
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Partie II
On conserve toutes les notations de la partie I et on suppose que les hypothèses (H1), (H2),
(H3), (H4) et (H5) sont toutes satisfaites. Soit pw1, w2q une paire caractérisante de G (c’est-à-dire
vérifiant les propriétés (A), (B) et (C) de la question 12).
Pour tout λ P R, on considère le problème suivant, noté pPλq :

Trouver u P G tel que : @v P G, xu | vy ´ λxT puq | T pvqy “ 0 pPλq

et on note Hλ l’ensemble des solutions u de ce problème. On montre facilement que Hλ est un
sous-espace vectoriel de G.

15. Soit λ P R.
(a) Montrer que si pPλq admet une solution u ‰ 0E , alors nécessairement λ ą 0.
(b) Soit u P G. Montrer que u est solution de pPλq si et seulement si :

pIdE ` λT 2qpuq P GK.

En déduire qu’il existe deux nombres réels α et β tels que :

u “ αpIdE ` λT 2q´1T pw1q ` βpIdE ` λT 2q´1T pw2q.

(c) Montrer que le problème pPλq admet une solution non nulle si et seulement si

Q1pλq.Q2pλq “ 0,

où pour i P t1, 2u, Qi est le polynôme

QipXq “
m´1
ÿ

k“0

p´1qkxT 2k`1pwiq | T pwiqyXk.

(d) Supposons que λ est racine réelle du polynôme produit Q1Q2. Montrer que dimpHλq “
2 si λ est racine commune de Q1 et de Q2, et dimpHλq “ 1 sinon.

(e) Montrer que

QipXq “
m´1
ÿ

k“0

p´1qkS
`

wi, T 2k`1pwiq
˘

Xk, pour i “ 1 ou i “ 2.

16. Soit B “ pz1, . . . , z�q, où � “ 2m ´ 2, une base de G. Pour tout élément u de G, on note
U (lettre majuscule) le vecteur colonne comportant les coordonnées de u relativement à la
base B. On note A “ rai,js1ďi,jď� et B “ rbi,js1ďi,jď� les deux matrices carrées dont les
coefficients sont définis par

ai,j “ xzi | zjy, bi,j “ xT pziq | T pzjqy pour 1 ď i, j ď �.

(a) Soient u et v deux éléments de G. Montrer que

xu | vy “ tUAV, xT puq | T pvqy “ tUBV,

et en déduire que A et B sont inversibles.
(b) Soit λ P R. Montrer qu’un élément u P G est solution de pPλq si et seulement si

pA ´ λBqU “ 0.

En déduire que pPλq admet une solution non nulle si et seulement si
detpA ´ λBq “ 0.
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10. Montrer que l’une des deux assertions suivantes est vraie : (i) ker T Ă F ` (ii) ker T Ă F ´.
11. On suppose ici que kerpT q Ă F `.

(a) Montrer que : @z P F ´, T 2mpzq “ 0E .

(b) Montrer que
`

im T
˘K Ă F ` et que

`

im T 2˘K X im T Ă F ´.

(c) Soit z P
`

im T
˘K avec z ‰ 0E . Montrer que T pzq P G` et que T pzq ‰ 0E .

(d) Soit z P
`

im T 2˘K X pim T q avec z ‰ 0E . Montrer que T pzq P G` et que T pzq ‰ 0E .
12. On dit désormais qu’un couple pw1, w2q P E ˆ E est une paire caractérisante de G si w1

et w2 vérifient les trois propriétés :
(A) w1 P F `, T pw1q P GK et T pw1q ‰ 0E ,
(B) w2 P F ´, T pw2q P GK et T pw2q ‰ 0E ,

(C) wi P
`

im T 2˘K pour i “ 1 et i “ 2.
Déduire des questions précédentes l’existence d’une paire caractéristique de G.

13. En déduire que dimpGq ď 2m ´ 2.
14. On suppose maintenant que G vérifie l’hypothèse suivante :

(H5) dimpGq “ 2m ´ 2.

Montrer que si pw1, w2q est une paire caractérisante de G alors
`

T pw1q, T pw2q
˘

constitue
une base de GK.
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Partie II
On conserve toutes les notations de la partie I et on suppose que les hypothèses (H1), (H2),
(H3), (H4) et (H5) sont toutes satisfaites. Soit pw1, w2q une paire caractérisante de G (c’est-à-dire
vérifiant les propriétés (A), (B) et (C) de la question 12).
Pour tout λ P R, on considère le problème suivant, noté pPλq :

Trouver u P G tel que : @v P G, xu | vy ´ λxT puq | T pvqy “ 0 pPλq

et on note Hλ l’ensemble des solutions u de ce problème. On montre facilement que Hλ est un
sous-espace vectoriel de G.

15. Soit λ P R.
(a) Montrer que si pPλq admet une solution u ‰ 0E , alors nécessairement λ ą 0.
(b) Soit u P G. Montrer que u est solution de pPλq si et seulement si :

pIdE ` λT 2qpuq P GK.

En déduire qu’il existe deux nombres réels α et β tels que :

u “ αpIdE ` λT 2q´1T pw1q ` βpIdE ` λT 2q´1T pw2q.

(c) Montrer que le problème pPλq admet une solution non nulle si et seulement si

Q1pλq.Q2pλq “ 0,

où pour i P t1, 2u, Qi est le polynôme

QipXq “
m´1
ÿ

k“0

p´1qkxT 2k`1pwiq | T pwiqyXk.

(d) Supposons que λ est racine réelle du polynôme produit Q1Q2. Montrer que dimpHλq “
2 si λ est racine commune de Q1 et de Q2, et dimpHλq “ 1 sinon.

(e) Montrer que

QipXq “
m´1
ÿ

k“0

p´1qkS
`

wi, T 2k`1pwiq
˘

Xk, pour i “ 1 ou i “ 2.

16. Soit B “ pz1, . . . , z�q, où � “ 2m ´ 2, une base de G. Pour tout élément u de G, on note
U (lettre majuscule) le vecteur colonne comportant les coordonnées de u relativement à la
base B. On note A “ rai,js1ďi,jď� et B “ rbi,js1ďi,jď� les deux matrices carrées dont les
coefficients sont définis par

ai,j “ xzi | zjy, bi,j “ xT pziq | T pzjqy pour 1 ď i, j ď �.

(a) Soient u et v deux éléments de G. Montrer que

xu | vy “ tUAV, xT puq | T pvqy “ tUBV,

et en déduire que A et B sont inversibles.
(b) Soit λ P R. Montrer qu’un élément u P G est solution de pPλq si et seulement si

pA ´ λBqU “ 0.

En déduire que pPλq admet une solution non nulle si et seulement si
detpA ´ λBq “ 0.
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14 L’énoncé

(c) On définit la fonction ψ sur R par :

@t P R, ψptq “ detpA ´ tBq
det B

.

Montrer que cette fonction ψ est indépendante du choix de la base B.
(d) Justifier pourquoi on peut choisir la base B de sorte que B “ I�. En déduire que ψ

est une fonction polynomiale dont on précisera le degré.
(e) Montrer que la polynôme ψ est scindé dans RrXs et que ses racines sont soit simples

soit doubles.
(f) Montrer que

φpXq “ 1
Spw1, T 2m´1pw1qqSpw2, T 2m´1pw2qqQ1pXqQ2pXq.

(on justifiera pourquoi nécessairement Spwi, T 2m´1pwiqq ‰ 0 pour i “ 1 et i “ 2).
En déduire que Q1 et Q2 sont scindés dans RrXs et à racines simples.

Banque commune École Polytechnique - InterENS filière PSI 2017 15

Partie III
On conserve ici les notations des parties I et II et on se place dans le cas particulier où E “
R2mrXs, avec m ě 2 un entier naturel fixé. Cet espace vectoriel est muni du produit scalaire :

@pP, Qq P E2, xP, Qy “
ż 1

´1
P ptqQptqdt.

Désormais les deux endomorphismes T et M de E seront définis par

@P P R2mrXs, T pP q “ P 1 et MpP q “ P ‹,

où P ‹pXq “ P p´Xq.
On pose pour tout k P N :

R0
krXs “ tP P RkrXs | P p´1q “ 0 et P p1q “ 0u .

17. Montrer que T et M vérifient bien les hypothèses (H1), (H2), (H3) et (H4).
18. Quels sont les espaces F ` et F ´ dans ce cas ?
19. Montrer que

@pP, Qq P E2, SpP, Qq “ P p1qQp1q ´ P p´1qQp´1q.

20. Déterminer le sous-espace G. L’hypothèse (H5) est-elle satisfaite ?
21. On définit pour tout entier naturel n le polynôme Rn comme suit

RnpXq “ pX2 ´ 1qn,

et on pose désormais
LnpXq “ 1

2nn!Rpnq
n pXq.

Soit n P N.
(a) Quel est le degré du polynôme Ln ? Exprimer MpLnq en fonction de Ln.
(b) Montrer que si n ě 1 alors

@P P Rn´1rXs, xLn, P y “ 0.

(c) Montrer que pour tout entier k tel que 0 ď k ď n, on a

Lpkq
n p1q “ pn ` kq!

pn ´ kq!
1

k!2k
.

(d) Montrer que pour tout entier naturel k, on a

SpLn, Lp2k`1q
n q “ 2Lp2k`1q

n p1q.

22. Montrer que la couple pL2m, L2m´1q est une paire caractérisante de G.
23. Soit λ P R. On considère le problème : trouver P P R0

2m´1rXs tel que

@Q P R0
2m´1rXs,

ż 1

´1
P ptqQptqdt ´ λ

ż 1

´1
P 1ptqQ1ptqdt “ 0.

Montrer que ce problème admet une solution P non identiquement nulle si et seulement
si λ est racine du polynôme

KpXq “
˜

m´1
ÿ

k“0

p´1qkL
p2k`1q
2m´1 p1qXk

¸

.

˜

m´1
ÿ

k“0

p´1qkL
p2k`1q
2m p1qXk

¸

.
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@P P R2mrXs, T pP q “ P 1 et MpP q “ P ‹,

où P ‹pXq “ P p´Xq.
On pose pour tout k P N :

R0
krXs “ tP P RkrXs | P p´1q “ 0 et P p1q “ 0u .

17. Montrer que T et M vérifient bien les hypothèses (H1), (H2), (H3) et (H4).
18. Quels sont les espaces F ` et F ´ dans ce cas ?
19. Montrer que

@pP, Qq P E2, SpP, Qq “ P p1qQp1q ´ P p´1qQp´1q.

20. Déterminer le sous-espace G. L’hypothèse (H5) est-elle satisfaite ?
21. On définit pour tout entier naturel n le polynôme Rn comme suit

RnpXq “ pX2 ´ 1qn,

et on pose désormais
LnpXq “ 1

2nn!Rpnq
n pXq.

Soit n P N.
(a) Quel est le degré du polynôme Ln ? Exprimer MpLnq en fonction de Ln.
(b) Montrer que si n ě 1 alors

@P P Rn´1rXs, xLn, P y “ 0.

(c) Montrer que pour tout entier k tel que 0 ď k ď n, on a

Lpkq
n p1q “ pn ` kq!

pn ´ kq!
1

k!2k
.

(d) Montrer que pour tout entier naturel k, on a

SpLn, Lp2k`1q
n q “ 2Lp2k`1q

n p1q.

22. Montrer que la couple pL2m, L2m´1q est une paire caractérisante de G.
23. Soit λ P R. On considère le problème : trouver P P R0

2m´1rXs tel que

@Q P R0
2m´1rXs,

ż 1

´1
P ptqQptqdt ´ λ

ż 1

´1
P 1ptqQ1ptqdt “ 0.

Montrer que ce problème admet une solution P non identiquement nulle si et seulement
si λ est racine du polynôme

KpXq “
˜

m´1
ÿ

k“0

p´1qkL
p2k`1q
2m´1 p1qXk

¸

.

˜

m´1
ÿ

k“0

p´1qkL
p2k`1q
2m p1qXk

¸

.
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16 L’énoncé

24. Montrer que
@P P R0

2m´1rXs, xP, P y ď 4xP 1, P 1y,

avec inégalité stricte si P est non nul.
25. En déduire que les racines de K sont toutes réelles et appartiennent à l’intervalle s0, 4r.
26. Soit pP1, . . . , P2m´2q une base quelconque de G. On considère les deux matrices carrées

A “ rai,js1ďi,jď2m´2 et B “ rbi,js1ďi,jď2m´2 définies par

ai,j “ xPi, Pjy, bi,j “ xP 1
i , P 1

jy pour 1 ď i, j ď 2m ´ 2.

Déterminer le rapport
detpAq
detpBq

en fonction de m.
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Le corrigé commenté

Partie I

Commentaires

Décryptons les hypothèses.
‚ L’hypothèse (H1) traduit par définition le fait que T est un endomorphisme nil-

potent d’indice de nilpotence 2m ` 1. Si f est un endomorphisme d’un espace
vectoriel E, on dit que f est nilpotent s’il existe un entier k tel que fk “ 0L pEq.
L’indice de nilpotence k0 est le plus petit entier k vérifiant cette propriété :

k0 “ mintk P N | fk “ 0L pEqu.

‚ L’hypothèse (H2) traduit par définition le fait que M est une involution. Un
théorème du cours stipule alors que M est une symétrie par rapport au sous-
espace vectoriel F ` des vecteurs invariants parallèlement au sous-espace vectoriel
F ´ des vecteurs anti-invariants.
Tout vecteur v de E “ F ` ‘ F ´ se décompose de manière unique en v “ ppvq `
qpvq où ppvq (respectivement qpvq) est le projeté de v sur F ` parallèlement à F ´

(respectivement le projeté de v sur F ´ parallèlement à F `). Rappelons alors que
par définition d’une symétrie :

Mpvq “ ppvq ´ qpvq.

F `

v

F ´

qpvq

ppvq

Mpvq

‚ L’hypothèse (H3) traduit par définition le fait que M est un endomorphisme sy-
métrique vis-à-vis du produit scalaire x¨ | ¨y.

‚ L’hypothèse (H4) traduit par définition le fait que les endomorphismes M et T
anti-commutent c’est-à-dire T ˝ M “ ´M ˝ T .
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