Ensembles

E= Exercices axés sur le calcul

Soient A et B deux parties d’'un ensemble E. Simplifier les expressions suivantes :

1) X=ANn(AUB) 2) Y=AU(AUB) 3) Z=ANBNB 4) T=ANAUB.

Soient A et B deux parties d’'un ensemble E. Simplifier les expressions suivantes :

1) X=(ANB)U(ANB) 2) Y=(AUB)N(AUB).

Soient A et B deux parties d'un ensemble E.
Simplifier X = (ANB)U((ANB)U(ANB)U(ANB).

Soient A et B les parties de R? définies par A = [2,4] X [2,5] et B = [—1,3] x [0, 4].
Déterminer A N B.

Soit E = R. Soient A et B les parties de E définies par A = |—co,1[ et B = [—2, +oo].
Expliciter les ensembles suivants :

1) AnB 2) AUB 3) AnB 4) ANB.
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Reprendre I'exercice précédent avec E = {0,1,2,3}, A = {0,1} et B = {1, 2}.

1) SoientA ={1,2},B ={2,3} et C = {3,4}.
Expliciter, puis comparer les ensembles A X (B U C) et (A X B) U (A X C).

2) SoientE et F deux ensembles. Le résultat précédent est-il encore valable pour toute partie
A de E et toutes parties Bet C de F?

*

Soient 4, B et C trois parties d’'un ensemble E.
Montrerque (AUB)N(BUC)N(CUA)=(ANB)U(BNC)U (CnNA).

* | Différence de deux ensembles

Quelles que soient les parties A et B d'un ensemble E, on appelle différence de A et B, la
partie de E, notée A \ B définiepar: A\B={x €A | x ¢ B}.

1) Ecrire A\ B comme l'intersection de deux parties de E.
2) Déterminer A\ A, A\ @ etE \ A.

3) MontrerquesiA\ B = AalorsB\ A =B.

4) Montrerque A\ (ANB) =A\B.

*
Quelles que soient les parties A et B d’'un ensemble E, on définit 'opération A entre A et B,
notée AAB par: AAB = (A\B)U(B\A) ou «\ » estla différence mentionnée précédemment.

1) Vérifier que cette opération est commutative, c’est-a-dire que AA B = B A A pour toutes
parties A et B de E.

2) Déterminer AAAetAAQ.

3) En appliquant deux fois la distributivité et en utilisant que 4 \ B = A N B, montrer que
AAB=(AUB)\ (ANB).

4) Montrer que (AAB) N C c AA (B N C), puis étudier l'inclusion réciproque en prenant
E=R,A=[-2,2],B=[1,3]etC =[-3,0].
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¥} Exercices axés sur le raisonnement

Soient A et B deux parties d’'un ensemble E.
1) Montrerque (AXB)N(BXA)=(ANB)xX(ANB).

2) Montrer que (A X B)U (B X A) € (AUB) X (AU B).

3) OnprendE =R, A =[0,1] et B = [1,2].
Représenter dans un plan rapporté a un repére orthonormé les ensembles A X B et B X 4,
puis comparer (A X B) U (B X A) et (AU B) X (A U B). Que peut-on conclure?

Soit E un ensemble.
Soient X, Y et Z des parties de E tellesque Y c Z.

1) ComparerXNYetX nZ.
2) ComparerXUYetXUZ.

Soit E un ensemble.
1) Montrer que pour toutes parties 4, BetCde E,ona:ANn(BUC)c (ANnB)UC.

2) Vérifier que I'inclusion précédente n’est pas en général une égalité en prenant B = A et
C=E.

Soient A et B deux parties d’'un ensemble E tellesque AUB = AN B.
Montrer que A = B.

* %

Soient 4, B et C trois parties d'un ensemble E tellesque ANBc ANCetAUB c AUC.
Montrer que B c C.

Soient 4, B et C trois parties d’'un ensemble E.
Montrerque AUB=BN(C < AcBcC(.

* %

Soient 4, B et C trois parties d'un ensemble E.
Montrer quesiANB =AnNC,alorsANB=AnNC.
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** | Algébre de Boole

Soit E un ensemble non vide.
On dit que <7 est une algébre de Boole sur E si :

o/ ¢ P(E)

sEEW

X€Ed =XEA (stabilité par complémentaire)
ceXedetY ed/)=XUY e (stabilité par réunion)

Soit <7 une algébre de Boole sur E.
1) Montrer que ./ est stable par intersection.

2) Soit B une partie de E.
Montrer que & = {4 N B, A € &/} est une algeébre de Boole sur B.

& Exercices avec questions ouvertes

* %

Dans tout I'exercice, E désigne un ensemble non vide.
1) Trouver un exemple trés simple d’algebre de Boole sur E.

2) Soit A une partie de E. Déterminer la plus petite algebre de Boole sur E contenant A.

3) On suppose dans cette question que E est infini.
o = {A € Z(E) | Afinioud fini} est-elle une algebre de Boole sur E?

* %

Soitn > 1 un entier naturel.
Soit C 'ensemble des couples (x,y) de Z? tels que |x| + |y| < n.
Peut-on écrire C sous la forme d'un produit cartésien de deux parties de Z?

* %

SoientE = {(x,y,z) ER® | 2x —y +3z =0} etF = {(a — b,2a + b,b); (a,b) € R?}.
Les ensembles E et F sont-ils égaux?

* %

Pour tout réel ¢, on considere D; = {(x, YER? | y=t(x+ \/E)}.

Onnote € = {(x,y) € R? | x? + y? = 1}.
Combien C et D; ont-ils de points en commun?

* %
Soit A une partie d’'un ensemble E. _
Soient Y une partie de A et Z une partie de A.
Déterminer # = {X € 2(E) | XnA=YetXn4 =z},



Corrections

ES Exercices axés sur le calcul

1) X=ANn(AUB)
=(ANA)U@ANB)
=QUAUB

=AU

Q distributivité de N par rapporta U

Q relation de Morgan

&

2) Y=AU(AUB)
=AU(ANB)
=(AUA)N(AUB)
=EN(AUB)
= AUB.

Q relation de Morgan

Q distributivité de U par rapport a N

3) Z=ANBNB
=(AUuB)NB
(AnB)U (BNB)
(ANB)U®

=ANB.

Q relation de Morgan

Q distributivité de N par rapport a U

4) T=ANAUB
=An (AnB)
=ANnANB
=@¢nB
= 0.

Q relation de Morgan

Q associativité de N

Exercice 2)

1) X=(ANB)U(ANB)
=An (BUB)
=ANE
= A.

2 distributivité de N par rapporta U

Ensembles
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2) Y=(AUB)Nn (AUB)
=AU (BNB)
=AU0Q
= A.

Q distributivité de U par rapporta n

Exercice 3
D’apres I'exercice 2,ona: (ANB) U (AN B) = A o
En remplacant A par 4, on obtient de méme: (AN B) U (AN B) = A.
On déduitque X = AUA = E.

Exercice 4

(x,y) EANB o (x,y)€EAet(x,y) EB
= (xe[2,4] ety € [2,5])et(x €[-1,3] ety €[0,4])
o2 x<4et2€y<Set —1gx<3et0gy<4
&2 xL3et2Ky<4
S x €[2,3] ety €[2,4]
< (x,y) €12,3] x [2,4].

DoncANn B =12,3] x[2,4].

Exercice 5
1) xEANBo x€ElAetxEBoS x<letx>-2 -2Kx<1.
DoncANB =[-2,1].

2) xEAUBe= x€AouxEBSx<loux>-2<x€eR
DoncAUB =R

3) xeAnE_@xEAethB(:»x<1etx<—2<:)x<—2.
DoncANB = ]—o,-2].

4)ernE(:)xeAetxeB(:)x>1etx<—2._ _
Les conditions obtenues sont incompatibles donc A N B = @.

t Remarque
¢ La formule de Morgan donne:ANB=AUB=R=0.

Exercice 6

1) AnB ={0,1} n{1,2} = {1}.

2) AuB ={0,1}u{1,2} ={0,1,2}.
3) AnB ={0,1}n {0,3} = {0}.

1) ANB=AUB=1{0,1,2} = {3}.
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Exercice 7

1) Par définition du produit cartésien, on a :
AX(BUC)={(x,y);x€eAety e BUC(C}
={(x,y);x €{1,2} ety € {2,3,4}}
={(1,2); (1,3); (1,4); (2,2); (2,3); (2, 4)}
AXBY)UMAXC)={(x,y);x€AetyeB}JU{(x,¥);x € Aety € C}
={(x,y)sx€e{l,2} ety € {2,3]JU{(x,y); x €{1,2} ety € {3,4}}
={(1,2);(1,3);(2,2); (2,3)} U {(1,3); (1,4); (2,3); (2D}
= {(1,2); (1,3); (1,4); (2,2); (2,3); (2,4}
On conclutque A X (BUC) = (AXB)U (A xC().
2) L'égalité ci-dessus se généralise. En effet :
(x,y) EAX(BUC) = (x€A)et(yEBUC)
& (xeA)et(yeBouy€e(l)
& (xeEAet yeEB)ou(x €eAety €C).
< (x,y) EAXBou(x,y) EAXC
S (x,y) €E(AXB)U(AXC0O)
Ces équivalences montrent que A X (BUC) = (AX B)U (4 x 0).
Remarque

On peut établir de méme que A X (BNC) = (AXB)N (A XC).
L'opération X est donc distributive par rapporta U et N.

CORRECTIONS

Exercice 8

Pour toutes parties A, Bet Cde E,ona:
(AUB)N(BUC)N (CUA)
=(AUB)N(CUB)N(CUA)
=((AnC)uB)N(CUA4)
=(AnC)n(CuA))U(Bn(CUA)
=[AnC)U(Bn(Cu4))
=[ANCOU((BNC)U(BNA)
=(ANB)Uu(BNC)U (CnA).

Q distributivité
Q distributivité
JAncccuA
Q distributivité

Exercice 9

1) A\B=ANB.
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2) ANA=ANnA=0.
A\P=ANP=ANE =A.
ENA=EnA=A.

3) Utilisons I'écriture vue 4 la premiére question. Supposons que A N B = A. On a alors :

BNA=BNANB
— > relation de Morgan
=BNn(AUB)
=BnNn(AU B)
_ > distributivité de N par rapporta U
=(BNAUMBNB) ¥

= B.

Donc B\ A = B.

4) AN(ANB)=ANnANB
_ Q relation de Morgan
=AN(AUB)

_ _ Q distributivité de N par rapport a U
=(ANAUVANB)

=0 U (ANB).

Dot A\(ANB)=ANB=A\B.

Exercice 10

1) BAA
=(B\A) U (4\B)
=(A\B)U(B\4)
= AAB.

2) AAA
=(A\A) U (4\4)
=QUQ

AAQ

=(A\Q)u (@\4)
=AUQ

=A.



