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Chapitre 1

Les espaces de Hilbert

Nous commencons par introduire ici les notations mathématiques et les résultats de
base qui seront utilisées & travers 'ensemble de cet ouvrage.

1.1 Norme

Définition 1.1.1. Soit X un espace vectoriel sur le corps R. L’application
- X — Ry
est appelée norme, si elle vérifie les propriétés suivantes :

() ||zl =0 implique z =0,

(@) ||azx|| = |a|||z]|, pour tout @ € R, pour tout z € X, et
(i1i) |z + yll < [[= + llyll, pour tout z, y € X. o
Exemple 1.1.2. Pour X =R" et x = (x1, - ,x,) € R", on définit les normes

n
lzfly =) Jail
i=1

n 3
llll2 = (Z vai|2>
=1

[€lloo = sup |-
1<i<n

et

Si X est un espace vectoriel et || - || est une norme sur X, alors le couple (X, || - ||) est
appelé espace vectoriel normé. Dans la suite on utilise la notation X est un espace
vectoriel normé. Si X est un espace vectoriel normé et | - || est une norme sur X,
alors X reste un espace métrique, si on définit une distance dist(-, -) par

dist(z,y) == [lz — yl,

pour tout x, y € X.
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Définition 1.1.3. Un espace métrique est dit séparable s’il contient une partie
dénombrable dense. &

1.2 Produit scalaire

Définition 1.2.1. Soit X un espace vectoriel réel. Un produit scalaire (-, -) sur X
est une application
() X xX — R
(u7 U) — <u7 U>
vérifiant les propriétés suivantes

(7) symétrie (u,v) = (v,u) pour tout u, v € X,
(44) linéarité (uy + ug,v) = (u1,v) + (uz,v) pour tout uy, ug, et v € X,
(Au,v) = Mu,v) pour tout u, v € X et A € R,
(#41) positivité (u,u) > 0 pour tout u € X,
(u,u) = 0 si et seulement si u = 0. O

Définition 1.2.2. Un espace vectoriel réel X muni d’un produit scalaire (-,-) s’ap-
pelle espace préhilbertien. Si I'espace X est de dimension finie, alors X est appelé
espace euclidien. &

Exemple 1.2.3. (i) R* (k € N*) muni du produit scalaire

k
(z,y) = Z TiYi
i=1

est un espace préhilbertien ou espace euclidien.

(ii) Soit 12 I'espace défini par

(o]
1? = {(mn)n suites réelles telle que Zx? < oo} :
=0

12 muni du produit scalaire

S
<ZL‘, y> = Z T;iYi
=0

est un espace préhilbertien.

(iii) L’espace C°([a,b],R), des fonctions continues sur [a,b] a valeurs dans R, muni
du produit scalaire

b
(f.9) = / f(2)g(z)de



1.3. PROPRIETES ELEMENTAIRES 15

est un espace préhilbertien.

(iv) Soit L*(]a,b[,R) l'espace défini par
b
L*(Ja,b[,R) = {f :Ja, b[— R mesurables telle que / fA(x)d < oo} .
a
L%(Ja,b[,R) muni du produit scalaire

b
(f. Dojas = / f(@)g(x)da

est un espace préhilbertien.

1.3 Propriétés élémentaires

1.3.1 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Proposition 1.3.1. Soit X un espace préhilbertien. Alors, pour tout u, v € X, nous

[(u, )2 < (u, u)(v,v). (1.3.1)

&

Preuve. Soient u, v € X et A € R. Si v =0, le résultat (1.3.1) est trivial. Si v # 0,
considérons 1’équation du second degré en A

011222 4 2(u, V)X + |Jul|® = (u + Av,u + \v) > 0. (1.3.2)
Puisque I'équation du segond degré (1.3.2) a un signe constant, son discriminant

A" = ({(u,v))? — (u,u)(v,v) < 0. Ceci achéve la preuve. C.QF.D.

1.3.2 Inégalité triangulaire

Proposition 1.3.2. Soit X un espace préhilbertien. Alors, pour tout u, v € X, nous
avons

(u—l—v,u—}—v)%§<u,u>%+<v,v>%. &
Preuve. Soient u, v € X. Nous avons
(u+v,u+v) = (u,u) + 2(u,v) + (v,v). (1.3.3)
D’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz (1.3.1), I’équation (1.3.3) donne
(wtvutv) < (uu)+20uu)2(v,0)2 + (v, v)
< ((u,u)é + <U,U>%)2.

Ce qu’il fallait démontrer. C.Q.F.D.

A
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Remarque 1.3.3. Une conséquence de la Proposition 1.3.2 est que l'application
X — Ry

uw — ull = V)

est une norme sur X. &

1.3.3 Identité de parallélogramme

Proposition 1.3.4. Soit X un espace préhilbertien. Alors, pour tout u, v € X, nous
avons

lu+0l* + [lu = v]|? = 2[ul* + 2||v]*. ¢

1.3.4 Identité de polarisation

Proposition 1.3.5. Soit X un espace préhilbertien. Alors, pour tout u, v € X, nous
avons

1 1
(u,0) = gl ol = 7l — ol 0

1.3.5 Relation de Pythagore

Proposition 1.3.6. Soit X un espace préhilbertien. Alors, pour tout u, v € X, tels
que (u,v) = 0, nous avons

lu+ ol = fJull + [l Y

1.3.6 Formule de Sympson
Proposition 1.3.7. (i) Si g € Py, alors

b a
lla@ﬂm=®—awwy;M)

ou Py désigne Uespace des polynomes de degré < 1, a coefficients dans R.

(17) Si g € Py, alors

[ stwrae =" (50 +140 (5 +50a))

ot Py désigne l’espace des polynomes de degré < 2, a coefficients dans R.

(#i1) Si deuz polynémes p et q de P coincident en deux points et en leurs dérivées,
alors ils sont égauxr p = q, o P3 désigne [’espace des polynoémes de degré < 3, a
coefficients dans R. &
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1.4 Orthogonalité

1.4.1 Définitions

Définition 1.4.1. On dit que deux vecteurs u et v de X sont orthogonaux si

(u,v) =0
et on écrit ulwv. O
Définition 1.4.2. Une famille F' = {vy,- - ,v,} d’un espace vectoriel X sur le corps
R est dite libre, et ses vecteurs sont dits linéairement indépendants, lorsque pour tout
AL, 5 An € R tels que Ao + -+ - + A\pup, = 0, nous avons Ay = --- = A, = 0. Une
famille qui n’est pas libre est dite liée. &

Définition 1.4.3. Une famille (z;);cr est dite orthogonale si les vecteurs qui la
composent sont deux a deux orthogonaux. &

Une famille orthogonale constituée de vecteurs non-nuls est une famille libre.

Si (@1, ,xp) est une famille orthogonale, on a la relation de Pythagore
P 2 p
2
Soa| = .
k=1 k=1

Définition 1.4.4. Soit u € X. On appelle orthogonale de u 1’ensemble
ut = {v € X tel que (u,v) =0} . &

L’application

(u,): X — R
v — (u,v)

est une forme linéaire continue. Donc u' est un sous-espace fermé de X.

Définition 1.4.5. Soit M un sous-espace vectoriel de X. On appelle orthogonale de
M T’ensemble

M+ = {v € X tel que (u,v) = 0 pour tout u € M}. &

Remarque 1.4.6. Soit M un sous-espace vectoriel de X. Alors,

(i) M+ = ﬂ ut est un sous-espace fermé de X.
ueM

(ii) M M+ = {0}. &
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1.4.2 Bases orthonormées

Définition 1.4.7. Un vecteur z € X est dit unitaire ou normé si |z|| = 1. Une
famille (x;); est une famille orthonormale si ¢’est une famille orthogonale dont tous
les vecteurs sont normés. &

On suppose dans cette partie que X est euclidien de dimension n. Une base ortho-

normée de X est une famille orthogonale (ey,--- ,e,) dont tous les vecteurs sont
unitaires. C’est en particulier une base de X. X posséde des bases orthonormées. Si
(e1,- -+ ,ep) est une base orthonormée de X, alors tout # € X s’écrit de fagon unique

n

x = Z(w, €i)e;.

i=1
Le réel (x,e;) s’appelle coordonnée de z par rapport a e; dans la base (e1, -+, ep).
e Si(e1, -+ ,ep) est une base orthonormée de X, si

n
Tr = E €Tie;
=1
et
n
Y= § Yi€i,
i=1

alors on peut calculer le produit scalaire et la norme par les formules suivantes :

n
<£L‘, y> = Z TiYi
=1

1
n 2
ol = (Zx?) |
=1

Maintenant, étant donnée une base orthonormale d’'un espace euclidien, on a les
identités suivantes (& vérifier en exercice, voir [6, 7, 8, 9, 17]) :
Proposition 1.4.8. Soient X un espace euclidien et (e1,--- ,ey,) une base orthonor-
male de X. Alors, pour tout x, y de X, nous avons
n
T = Z<I, ei)ei,
i=1

n

2] =) [, e,

i=1
et
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1.4.3 Projection orthogonale
On suppose dans cette partie que F est un sous-espace de X de dimension finie.

e FL est un sous-espace supplémentaire de F' appelé supplémentaire orthogonal de
F. Si X est lui-méme de dimension finie, on a en particulier

dim(F1) = dim(X) — dim(F).

e Soit x € X, qui s’écrit uniquement x = y + z dans la somme directe F@FL.
Alors, y s’appelle le projeté orthogonal de x sur F', et est noté pp(z).

e Si (e, ,ep) est une base orthonormée de F, alors
P
pr(x) = Z(I,ei>ei.
i=1

e Pour tout = € X et pour tout f € F, nous avons
lz = fll = [z = pr ()]
avec égalité si et seulement si f = pp(z). La quantité
dist(x, F') = ||z — = inf ||z —
ist(z, F) = [lo ~ pr(2) | = fnf [l — /]|

s’appelle distance de = & F.

e Puisque la projection, pp(z), d’'un élément x est orthogonale & x — pp(z) et en
utilisant la relation de Pythagore, nous avons

dist(z, F') \/||9C||2 lpr(z)]2.

e Notons que la projection, Pp(x), d’un point x sur un sous-espace vectoriel de
dimension finie F' se calcule facilement a I’aide d’une base orthonormale de F' (preuve
laissée en exercice) :

Proposition 1.4.9. Soient X un espace préhilbertien et F' un sous-espace vectoriel
de dimension finie avec (e1,--- ,e,) est une base orthonormale de F'. Alors, pour
tout x € X, nous avons

n

Prp(z) = Z(a:,e,-)ei. %

i=1

Théoréme 1.4.10. (Inégalité de Bessel). Soit X un espace préhilbertien et (e;);en~
une famille orthonormale. Alors, pour tout x € X,

Z\ z, ) < ). %
=1
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Preuve. Soit n € N*. La projection de x sur I’espace vectoriel engendré par ey, - - - , e,
est égale a Y1 | (x,e;)e; et est orthogonale a z — Y " | (x, €;)e;. Cette orthogonalité
entraine que :

n 2 n 2
2> = D (@ ee|| +||lz =) (x,e)e
i=1 i=1
n n 2
= Z [{x,e)|* + ||z — Z(x,eﬁel
i=1 i=1
n
> Y el
i=1
La derniére inégalité est vraie pour tout n € N*. Donc la série
oo
Z |<‘T7 6i>|2
i=1
est convergente. Ce qui achéve la preuve. C.Q.F.D.

1.5 Matrice

On désigne par M,,(R) I’ensemble des matrices carrées de taille n & coefficients dans
R.

1.5.1 Matrice définie positive

Définition 1.5.1. (i) On dit que la matrice symétrique A € M,,(R) est semi-définie
positive si

(Az,z) >0

pour tout x € R™.
(#4) On dit qu’elle est définie positive si, de plus,

(Az,z) = 0 implique = = 0.

Ceci implique donc qu’une matrice symétrique est définie positive si et seulement si
(Az,x) > 0, pour tout z # 0. &

Lemme 1.5.2. Une matrice A est définie positive si et seulement si tr(A) > 0 et
det A > 0, avec tr(A) est la trace de la matrice A et det A est le déterminant de la
matrice A. o



