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CHAPITRE

LES SUITES

Généralités sur les suites (rappels de 1)

cg( Définition 1.1.1
N— R

n—u,

Une suite (u,,) est une fonction définie de N dans R. On note (u,) : {

» u, est appelé le terme général de la suite (u,,).
» Attention donc a bien faire la différence entre (u,) (la suite) et u,, (un seul terme).

» On pourra noter indifféremment (u,) ou tout simplement u.

W Variations, monotonie d’une suite

W Définition 1.1.2

Soit (u,,) une suite. On dit que :

a) la suite (u,) est croissante si pour tout n €N : u, < Upyq;
b) Ia suite (u,) est décroissante si pour tout n €N : u, 2 Up,q;

¢) la suite (u,) est monotone si elle est croissante ou décroissante ;

d) Ia suite (u,) est constante si pour tout n € N : u,,; =1u,.

n Il existe des suites qui ne sont ni croissantes, ni décroissantes : u, = (—1)". %

Dans la pratique, les méthodes de détermination de la monotonie d’une suite proposées a la page
suivante reposent sur les définitions précédentes.
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& Méthodes de détermination du sens de variation d’une suite

s N\

METHODE 1 — SENS DE VARIATION D’UNE SUITE

Pour déterminer le sens de variation d’une suite (u, ), on peut utiliser I'une des regles suivantes :

a) On étudie le signe de la différence u,,; —u,.
» Siu,,.;—u, estpositive, alors la suite (u,) est croissante.

» Siu,.;—u, est négative, alors la suite (u,) est décroissante.

b) Si tous les termes de la suite sont strictement positifs, alors il suffit de comparer le rapport
Unyr |
—al.
uTl

. Unt1
> Si =+

= 1, alors la suite (u,,) est croissante.
un

. Unt1
> Si —F

< 1, alors la suite (u,,) est décroissante.
un

¢) Si la suite (u,) est définie explicitement : u, = f(n), alors il suffit d’étudier les variations
de la fonction f sur l'intervalle [0; +c>o[. La suite (u,) et la fonction f ont le méme sens
de variation.

d) On utilise un raisonnement par récurrence (voir section 2).

Il est bien évident que chacune de ces méthodes est adaptée au type de suite a laquelle nous
serons confrontés. A

| Exemple .

Déterminer le sens de variation des suites suivantes en utilisant la regle la mieux

adaptée.

a) Pour toutn €N, u, =—n?+3n.
3n+l

b) Pour tout n € N*, u,, =

n

3n—1

¢) Pourtoutn = 2, u, = .
n+1

a) Pour toutn €N,
Up1—U, =—(M+1)?+3n+1)—(—n?+3n)=—2n+2=—2(n—1).

Or —2(n—1) < 0 dés que n = 1, alors la suite (u,,) est décroissante pour n = 1.
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Uni1

b) Ici on étudie le rapport . Ici, tous les termes u,, sont strictement positifs, donc pour

n

toutn =1
3n+2
Uy _ 21 322 3
u, 3n+l on+1 3n+1 2
n

Ainsi, la suite (u,) est croissante.

¢) Onau, = f(n)ou f(x)=

3x—1
T La fonction f est dérivable sur [0; +oo[ et pour tout
x

x20, f(x)= W > 0. La fonction f est donc strictement croissante sur [0; +oo[.
X +

On déduit que la suite (u,) est aussi strictement croissante.

Le raisonnement par récurrence

B Le principe de récurrence

Ce principe de démonstration par récurrence s’applique lorsqu’on cherche a démontrer qu'une
propriété &2, dépendant d’'un entier naturel n est vraie pour tout entier n 2 ny, no étant un entier
naturel donné.

I N\

Principe du raisonnement par récurrence 1.2.1

On considére une propriété &2,. Pour démontrer que &, est vraie pour tout entier n 2 ny,
on procéde en trois étapes :

A) Initialisation : on montre que la propriété est vraie pour n = n,, c’est-a-dire que &, est
vraie.

B) Hérédité : on démontre que :

si la propriété est vraie pour un entier k 2 ng, alors elle est vraie pour I'entier suivant
k+1.

Autrement dit si &, est vraie alors &,q.
C) Conclusion :

» la propriété est initialisée,
» clle est héréditaire.

Par conséquent® 22, est vraie pour tout entier n = ny.

a. Il est primordial que les deux conditions de ce principe soient réunies !
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| Exemple .

u0=7

On définit la suite (u,) par :{ Up,q = 2u,—3, pourtoutn €N.

Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, u, = 2"+ + 3.

Pour tout n € N, posons &, : «u, = 2"2 435

M INITIALISATION : Pour n = 0, on a (par définition) uy =7 et 2042 41 3=-443=7.
Donc &, est vraie.

W HEREDITE : Soit k € N fixé. On supposons que Zy est vraie (i.e u, = 2*243). Démontrons
alors que P, est vraie (i.e up,q = 253 4 3).

On a par définition de uy.,, et par hypotheése de récurrence :
U =2u —3 = 2(2k+2+3)—3 =2 x2k+2 4t g_g3=09k+3 4 3
Donc &, est vraie.

B CONCLUSION : la propriété est initialisée et de plus héréditaire. Donc, en vertu du principe
de récurrence, pour tout n € N, u,, = 2"*2 + 3.

Limite d’une suite

On s’'intéresse dans cette section au comportement d’une suite pour les tres grandes valeurs de
I'entier n (lorsque n tend vers I'infini). On parlera ainsi de la limite d’une suite (u,) et on notera :

lim u,
n—+o00

B Limite infinie

W Définition 1.3.1
On dit qu’une suite (u,) a pour limite +00 si, K
et seulement si, tout intervalle ]A; oo[ contient b
toutes les valeurs de la suite a partir d’'un certain ¢
rang N. i <

On note alors : Al -

lim u,=+o00 o
n—+oo 7 .

A-“"

‘.

\/

On dit que la suite (u,) diverge vers +00. N

4 LES SUITES



n Une suite peut ne pas avoir de limite. On dit qu’elle diverge. Par exemple u, = (—1)". %

@ Limites de référence

Propriété 1.3.2

Les suites suivantes ont pour limite +09.

a) u,=n b) v, =n? ) w,=n*(k>1) d r,=+vn

B Limite finie

¢/ Définition 1.3.3
On dit que la suite (u,) a pour limite £ si, et h
seulement si, tout intervalle ouvert contenant 1]
£ contient toutes les valeurs de la suite a (—¢
partir d’un certain rang N. Un intervalle ouvert ) v 7 -~
contenant £ est de la forme 0 — ¢;€ + €[ ou {+¢ W
& > 0. On note alors : 1 -

lim u,=1¢
n—+oo

On dit que Ia suite converge vers® £.

\]

a. Lorsqu’elle existe, cette limite est unique.

¢ Limites de référence

Propriété 1.3.4

Les suites suivantes ont pour limite 0.

1 1 1 1
a) u, =— b) v,=— w,=—1(k=21) d) r,=—
n n2 nk Jn

=
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B Limites par comparaison

W( Théoreme 1.3.5
Soit trois suites (u,), (v,,) et (w,).

Si lim v, =L
n—+oo

lim w,=1L
n—+o0o

b) Théoréme de comparaison

a) Théoréme d’encadrement (dit des « gendarmes ») :

v, Su, Sw, (apartir d’un certain rang)

alors lim
n—+00

» Siu, =2 v, et lim v, =+o00, alors ligrn u, =+00.
n—+0o

u, =L.

n—+0o0o
» Siu, Sw, et lim w, =—00,alors lim u, =—o00.
n—+o0o n—+00
Démonstration

On démontre ici le premier point du b).

lim v, =+4o00.
n—+o0o

on ait v, > A.

sin 2 Ny alors u, 2 v,

sin = N, alorsv, > A

| Exemple

Supposons qu’il existe un entier Ny tel que pour tout n 2 Ny, on ait u, = v, et

Soit A un réel, alors ligrn v, = +00 signifie qu’il existe un entier N, tel que pour tout n = N,
n—+o0o

donc si n = max(Ny, N;) alors u,, = v,, > A.

On a donc trouvé un rang N = max(Ny, N;) a partir duquel tous les termes u, sont dans
l'intervalle ]A ; +oo[, ce qui signifie que 1i1+n u, =+00.
n—+o0o

a) Démontrer que la suite (u,) définie par : u,, =

cos(2n)

est convergente.

b) Montrer que la suite (v,,) définie par : v,, = 3n + sin(n) diverge vers +00.
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a) La suite (cos(2n)) n’a pas de limite, on va donc chercher a la « contréler ». On sait que
pour tout n €N, —1 < cos(2n) < 1, ainsi :

1 < cos(2n) < 1
n+3 n+3 n+3

Comme lim = 0, alors par le théoréme d’encadrement :
n—»+o0 n 4+ 3
. cos(2n)
lim ———=0
n—+o00o n+3

b) De méme, pour tout n € N, sin(n) 2 —1, donc 3n + sin(n) 2 3n — 1. Et comme

lim 3n—1=+00, alors par comparaison
n—+oo

lim 3n +sin(n) = +oo
n—+oo

W Limites et opérations

La notion de limite est compatible avec les opérations élémentaires (somme, produit et quotient).
Dans certains cas, nous serons confrontés a ce que I'on appelle des formes indéterminées ' (EI).

oo 0
[ co—oc0 | ; | Oxoo | ; — ; -
oo 0
@ Limite d’'une somme
Si (u,,) a pour limite L L 14 +o00 | —oo | +00
Si (v,) a pour limite ¢ +00 | —00 | +o0 | —00 | —o0
alors (u, + v,) a pour limite | £+¢’ | 400 | —00 | +00 [ —00 EI

Exemple ! .

Déterminer la limite des suites suivantes :

7 2 1
a) un=_5n+1+— b) vn=7+n__
n n n

1. Cela ne signifie pas que la limite n’existe pas, mais qu’a priori, on ne peut pas se prononcer.
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a) On a successivement

» lim —-5n+l1=-o00 b) » lim i=0
n—+00 n—+00 ‘/ﬁ

» i 7—O
o n_ >nlgr1<1>° ﬂ—;=ﬂ:

Ainsi, par somme : Ainsi, par somme :

lim u,=-—00 lim v,=n
n—+00o n—+oo

# Limite d’un produit

Si (u,,) a pour limite L L#0| 0 | oo
Si (v,,) a pour limite l (o) oo | oo
alors (u, x v,) a pour limite || £ x £’ | oo EI [ oo

| Exemple !

Déterminer la limite de la suite suivante :

wn=3n2—5n+1

Ici, on a une forme indéterminée du type oo — oo ; dans ce cas, il convient de factoriser le
terme w,, par le terme 3n2.

5 1
On a lim 3n%? = 4o00. De plus, comme lim — = 0 et lim —— = 0, alors
n—+00 n—+o00 3n n—+o00 3pn2
lim 1——+ —— =1 et ainsi par produit :
n—+00 3n  3n2

lim w, =+o0.
n—+oo
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