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Chapitre 1

Nombres complexes

I Fiche 1 : représentation cartésienne d’'un complexe

1 Définition d’un nombre complexe

Tout nombre complexe (ou simplement complexe) z est de la forme
z=xz+iy, zeR, yeR

ot i est tel que i> = —1 (on écrit aussi symboliquement i = /—1 = i = —1);
i est appelé I'imaginaire pur; x, appelée partie réelle de z, est notée aussi R(z)
et y, appelée partie imaginaire de z, est notée aussi (z). On désigne par C
I’ensemble des nombres complexes. Le nombre complexe nul z = 0 correspond
a r =y = 0. Deux nombres complexes z = x + iy et 2/ = 2/ + iy sont égaux
(z = 2') si et seulement si x = 2’ et y = 7/.

2 Structure de corps pour C

L’ensemble C peut étre muni de deux lois de composition interne
e une loi d’addition + telle que

r=x4+iy, Z=2 41 = z+=z+2+iy+v)
e une loi de multiplication x telle que
z=x+iy, Z=2"+iy = z2x2 =z —yy +ilxy +y2')

(on omet en général le signe x et donc z X 2’ se note zz’). Les lois + et X
conférent & C une structure de corps commutatif, le corps des complexes, qui
contient le corps des réels R comme cas particulier (R C C).
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Cette définition montre que ’on calcule avec les nombres complexes comme
avec les nombres réels sauf que 'on utilise i> = —1 dans les calculs. C’est ainsi
que 'on a

2+ =r+iy+a’+iy =z+2 +ily+y)

et
r_ . Py s\ / A T A / ry s / /
zz' = (x+iy)(x' +1y) = xx’ + 2y’ + iy’ + iy’ = vz’ — yy' +i(zy + ya')
Noter que

Rz+2)=z+2, S+2)=y+¢

R
S(22') = ay’ +ya'

3 Conjugué d’un nombre complexe

Le conjugué (ou conjugué complexe) d’'un nombre complexe z = x + iy est
par définition
zZ=z—1y

Autrement dit
z=z+iy = Z=ao—1y = R()=RE) =2, S(z)=-S%Z) =y
Comme cas particulier, pour x =0 et y =1 on a
i=—i

La conjugaison complexe est une opération réciproque puisque

(2) ==z

Siz=ux+iyet 2 =2’ + iy, alors on a

2+ =x+2 —ily+y)=z2+72, 22 =z2 —yy —i(xy +y2') =z

Noter que la partie réelle x = R(z) et la partie imaginaire y = $(z) d’un
nombre complexe z = = + iy peuvent se mettre sous la forme
z+z z2—2z

en fonction de z et de son conjugué complexe Z.



II. FICHE 2 : REPRESENTATIONS POLAIRES D’'UN COMPLEXE 3

4 Module d’un nombre complexe

Par définition, le module |z| du nombre complexe z = = + iy est

|z| = Vzz

Or
2z = (z +1iy)(z — iy) = 2° — (iy)® = 2° + ¢
Donc
ol = VaZ 4 2
Noter que |z| = |z|.

Comme conséquence de la définition de |z|, on a

11
11
z 2P

soit
1 T — iy

x+iy 242

en cartésiennes.

5 Interprétation géométrique d’un nombre complexe

Les parties réelle x et imaginaire y du nombre complexe z = x +iy peuvent
étre considérées comme les coordonnées cartésiennes (z,y) d'un point M dans
le plan R? (dit alors plan complexe) muni d’un repére orthonormé direct
(O,;, j) On dit que z est exprimé dans la représentation cartésienne (ou au
moyen d’'un diagramme d’Argand).

Le point M est appelé image du nombre complexe z et z est appelé affixe
de M. Par exemple, 'imaginaire pur i est associé au point (0, 1) : le point (0, 1)
est 'image du nombre complexe i et i est I'affixe du point (0, 1).

Noter que les images d’un complexe et de son complexe conjugué sont
symétriques par rapport a ’axe des abscisses.

II Fiche 2 : représentations polaires d’un complexe

Il existe deux représentations polaires d’'un nombre complexe : la repré-
sentation trigonométrique et la représentation exponentielle qui font intervenir
toutes deux un angle polaire.
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1 Représentation trigonométrique

Le point M de coordonnées (z,y) peut étre repéré par ses coordonnées

polaires (p, )
p=|0OM|, ¢=(i,0OM)

ou (i, O_M) désigne langle orienté entre 'axe des x et OM (on rappelle que
O est lorigine des coordonnées dans le plan complexe). On a les formules sui-
vantes de passage des coordonnées polaires (p, ¢) aux coordonnées cartésiennes
(z,y) et réciproquement

T =pcosp, y=psing & p=+1%2+79y3 wztan_lg
Le nombre complexe z = x + iy peut donc s’écrire
z = pcosy +ipsinp
sous forme trigonométrique. Noter que
p=lz| = x=|z|cosp, y=]|z|sinp
2 Formules d’Euler
Le cas du nombre complexe
z=xz+1iy, xT=cosy, y=sinp, ek
de module |z| = 1, joue un réle important. On montre dans le chapitre 3 que
cosg +ising =€l & cosp—ising =e ¥

ou e est la base des logarithmes népériens (Ine = 1). Il est clair que 'image
du nombre complexe e'¥ est le point M du cercle trigonométrique (cercle de
rayon 1 centré a l'origine des coordonnées O dans le plan ramené a un systéme
d’axes rectangulaires Oz et Jy) tel que (O_’x,OM) = . Par addition puis
soustraction de €% et e”'?, on obtient les formules d’Euler

el £ e7i¥

cosp = ———
2

. el — g7l

sinp = ———
2i

On donne dans les tables 1.1 et 1.2 la valeur de €% pour quelques valeurs
remarquables de .
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v |0 +7 (ou F7%) +7 (ou F37) +37 (ou F57%) £

1+i : —1+i
7 +i 7z —1

© i% ig +3 iQ% i5g
el¥ \/§2ﬂ:i 1112\/?} +i fu;i\/g 7\/2§:|:i

TABLE 1.2 — Valeurs de €% pour quelques valeurs de ¢ = ke, k€ Z.

3 Représentation exponentielle

Comme corollaire de la formule donnant €% en fonction de cos ¢ et sin ¢,
le nombre complexe général
z=x+1iy = pcosp +ipsing = p(cosp +isinp)
s’écrit
z = pe'¥

sous forme exponentielle avec
p=Var+ 2 p=tan 1!
T

ol p est le module de z et ¢ l'angle polaire (en radians et défini modulo 27)
qui est appelé Pargument de z, noté arg(z). Noter que

z=pe¥ o Z=pe ¥

4 Intérét des représentations polaires et cartésiennes

En résumé et a titre de comparaison, on donne dans la table 1.3 la partie
réelle et la partie imaginaire des complexes z1 + 23 et 2129 avec zp = T + iyi
pour k = 1,2 et dans la table 1.4 le module et 'argument des complexes
21 + 29 et 2129 avec 2, = ppe'P* pour k = 1,2. Il apparait clairement que
les coordonnées cartésiennes et les coordonnées polaires sont bien adaptées au
calcul de z; + 29 et z129, respectivement.
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partie réelle partie imaginaire
21+ 22 x1 + T2 Y1+ Y2
2122 T1T2 — Y192 T1Y2 + Y172

TABLE 1.3 — Partie réelle et partie imaginaire des nombres complexes z; + 22
et z129 avec zp = x + iy pour k =1,2.

module argument

2 2 —1 pasin@1+p2sin g2
21422 | VPl P+ 2p1p2cos(pr — o) tanT! ALTRALEPRTRSY

Z1%2 pP1P2 p1 + P2

TABLE 1.4 — Module et argument des nombres complexes 21 + 22 et 2129 avec
2, = prpePk pour k= 1,2.

Comme test simple, a partir de tables 1.3 et 1.4, pour 21 = 29 = 2z avec
z =z +1y = pe'?, on (re)trouve que
Rz)=xz, S(2)=y, N2 =2%—-9y> (%) =2y
2l = p, arg(z) =, [?|=p? arg(z?)=2p
La représentation exponentielle est particuliérement utile pour exprimer le

module et I'argument du produit ou quotient de deux nombres complexes; en
effet, pour z; = p1e'¥! et z9 = poe'¥2, on a

|z122] = |21] [22] = p1p2, arg(z122) = arg(z1) + arg(z2) = 1 + 2

<1 21

|21l m

=_— ===, arg(—)=arg(z1) —arg(ze) = ©1 — Y2
= o () = ana(e) —arg(z) = 01—
modulo 27 pour @1 + @2 et 1 — 2.

Il faut noter les formules utiles

VYneZ : |2 =|z"

z2

et )
1 _ -1y
) . 1 1 z+Hy — x2+y?
V2eC(z=z+iy=pe?¥) : - =772 =
pe'® P

qui se démontrent aussi bien en cartésiennes qu’en polaires.
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III Exercices corrigés

Exercice 1

Vérifier que

= —1, =

1
+ . iQn (_1)n’ 12n+1 — (—1)”1
1

ou i est 'imaginaire pur et n un entier relatif (n € Z).

Solution
Ces relations sont une conséquence directe de i = —1.

Exercice 2
Calculer

A=(1+i? B=(01+i)?° C=(x-iy(z+iy)

ol i est I'imaginaire pur.

Solution
On a
A = 142i+i?=14+2-1 = A=2i

B (L+i)*(1+i)=2i(1+i) =2i+2i=2i—2 = B=2(-1+]i)
C = 22—(iy)? = C=22+4°

ou 'on a appliqué les régles d’addition et de multiplication des nombres réels

et utilisé i2 = —1.

Exercice 3
Soit le nombre complexe

z:\/l(l 1+a2)+i\/;(—1+m)

2

ot a € R. Calculer |z|, 22 et d = |2|? — |2?].

Solution
Des calculs simples conduisent a |z| = /1 + a2, 22 = 1 +1i|a|] et d = 0.
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Exercice 4

Calculer la partie réelle et la partie imaginaire de z = 21 4 25 oil 2, = ppe'¥¥
avec k = 1, 2. En déduire le module et I’argument de z en fonction des modules
pr et des arguments @ avec k = 1,2. Tester les résultats obtenus en faisant
p1=p2=petpr=p2=p.

Solution

On a

z = p1e¥ + pae'?? = py cos @1 + pa cos g +i(p1 sinpy + pa sin )
d’ot
R(z) = prcospr + pacospa,  F(z) = prsing; + pasin gy
On en déduit que

2] = VR(2)2+S(2)2 = |7 = \/p% + p3 + 2p1p2 cos(p1 — p2)
De plus

-1 %(Z) - arg(z) _ tan_l P1 sin p1+ p2 sin 2

arg(z) = tan
8(=) R(z) p1COS 1 + pa COS P2

En faisant p; = p2 = p et p1 = pa = ¢, les résultats obtenus donnent |z| = 2p
et arg(z) = ¢ que I'on obtient directement & partir de z = pel¥ + pel? = 2pel¥.

Exercice 5

Mettre le nombre complexe

1
z= -
141
sous les formes cartésienne, trigonométrique et exponentielle.

Solution
Il faut donc trouver x, y, p et @ tels que
z=x 41y = pcosp +ipsing = pel?

On a

1 Ll-i o 1-i_1-i 1 1 1
z = = = = = — —1— xr = — = —
141 14il—i 1-2 2 ~2 9 4

d’olt 'on tire
p=vatty? = p=

et finalement

1
\/é’

1 1 1 T .. 7 1 Bt
= —i-=— — —isin— | = —
TR T A\ ) TR



