


Chapitre 1

Calculs vectoriels
et systèmes de coordonnées

1.1 Mathématiques

Dans ce chapitre on se placera dans un espace E.
On note B = (�ı,�j,�k ) une base de E.
On note R un repère de E déterminé par un point quelconque O, appelé origine du
repère et les vecteurs�ı,�j,�k.

Définitions
Une repère orthogonal est un système de 3 droites orthogonales non coplanaires qui
se coupent en un point : l’origine du repère.
Pour que le repère soit orthonormé, on choisit les vecteurs�ı,�j et �k sur chaque droite,
de même longueur. Cette longueur sera l’unité de longueur du repère.

1.1.1 Rappel sur les vecteurs

Un vecteur non nul est caractérisé par sa norme, sa direction et son sens.
Un vecteur nul est un vecteur de norme nulle.
On notera �u et �v deux vecteurs de E et a et b deux réels.

• Règles de calcul
a (�u+ �v ) = a �u+ a�v

a (b �u ) = ab �u

(a+ b) �u = a �u+ b �u

• Coordonnées d’un vecteur
�u se décompose de manière unique dans la base B par �u = ui�ı+ uj �j+ uk �k
avec ui, uj et uk trois réels. Ce sont les coordonnées du vecteurs �u.
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18 Chap 1. Calculs vectoriels et systèmes de coordonnées

On notera que �u =

⎛
⎝
ui
uj
uk

⎞
⎠.

Les coordonnées du point M dans le repère R tel que �u =
−−→
OM sont (ui, uj , uk).

Si deux points A et B ont pour coordonnées (ai, aj , ak) et (bi, bj , bk) alors

−→
AB =

⎛
⎝

bi − ai
bj − aj
bk − ak

⎞
⎠

• Calcul de la norme d’un vecteur
Si le repère R est orthonormé, on peut calculer la norme de �u à l’aide de la
formule suivante :

��u� =
�
u2i + u2j + u2k

• Vecteurs colinéaires
Deux vecteurs �u et �v sont colinéaires lorsqu’il existe un réel k tel que �u = k�v.

Définition : vecteurs colinéaires

�u et �v sont colinéaires

si et seulement si

∃ (a, b) ∈ R2 − {(0, 0)} tel que a �u+ b�v = �0

Propriétés

• Deux vecteurs colinéaires ont la même direction.

• Tous les vecteurs sont colinéaires au vecteur nul.

Avec des coordonnées
Leurs coordonnées dans un même repère sont proportionnelles.

Soient �u =

⎛
⎝
2
0
4

⎞
⎠ et �v =

⎛
⎝
−1
0
−2

⎞
⎠. Les vecteurs �u et �v sont ils colinéaires?

On remarque que

⎛
⎝
2
0
4

⎞
⎠ = −2

⎛
⎝
−1
0
−2

⎞
⎠. Leurs coordonnées sont proportionnelles

donc les vecteurs sont colinéaires.
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• Vecteurs coplanaires
Trois vecteurs sont coplanaires si l’un d’eux peut s’écrire comme combinaison
linéaire des deux autres.

Définition : vecteurs coplanaires

�u,�v et �w sont coplanaires

si et seulement si

∃ (a, b, c) ∈ R3 − {(0, 0, 0)} tel que a �u+ b�v + c �w = �0

Cas particuliers
Si l’un des trois vecteurs est le vecteur nul, les vecteurs sont coplanaires.

Soient �u =

⎛
⎝
2
2
4

⎞
⎠, �v =

⎛
⎝
1
2
2

⎞
⎠ et �w =

⎛
⎝
−1
0
−2

⎞
⎠. Les vecteurs �u, �v et �w sont ils

coplanaires?

Cherchons a, b et c trois réels tels que a �u+ b�v + c �w = �0.

a

⎛
⎝
2
2
4

⎞
⎠+ b

⎛
⎝
1
2
2

⎞
⎠+ c

⎛
⎝
−1
0
−2

⎞
⎠ = �0 ⇔

⎧⎪⎨
⎪⎩

2a+ b− c = 0 (L1)

2a+ 2b = 0 (L2)

4a+ 2b− 2c = 0 (L3) = 2 (L1)

⇔
�
2a+ b− c = 0

2a+ 2b = 0
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20 Chap 1. Calculs vectoriels et systèmes de coordonnées

⇔
�
b = −a

c = a

Il y a donc des solutions pour a, b et c non nulles. Les vecteurs sont donc copla-
naires.
Par exemple �u− �v + �w = �0.

�u

−�v

�w

x

y

z

FIGURE 1.2

1.1.2 Changement de repères

Considérons deux repères de l’espace :
Le repère R défini par son origine O et les vecteurs�ı, �j et �k.
Le repère R′ défini par son origine O′ et les vecteurs �ı′, �j′ et �k′.

On note
�
i′i, i

′
j , i

′
k

�
,
�
j′i, j

′
j , j

′
k

�
et
�
k′i, k

′
j , k

′
k

�
les coordonnées des vecteurs �ı′, �j′ et �k′

dans le repère R et
�
O′

i,O
′
j ,O

′
k

�
les coordonnées de O′ dans le repère R.

Soit M un point de coordonnées (Mi,Mj ,Mk) dans R. Cherchons ses coordonnées
(Mi,Mj ,Mk) dans R′.
On a : −−→

O′M = Mi
�ı′ +Mj

�j′ +Mk
�k′

Ainsi, on obtient le système suivant :
⎧
⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

Mi −O′
i = Mi i

′
i +Mj j

′
i +Mk k

′
i

Mj −O′
j = Mi i

′
j +Mj j

′
j +Mk k

′
j

Mk −O′
k = Mi i

′
k +Mj j

′
k +Mk k

′
k

La résolution du système permet d’obtenir les coordonnées de M dans le repère R′.
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1.1.3 Produits scalaires

Nous aborderons dans ce chapitre différentes approches du produit scalaire ainsi que
ses propriétés.

• Définition
Le produit scalaire de deux vecteurs �u et �v se note �u · �v et est défini par :

�u · �v =

{
��u � × ��v � × cos (�u,�v ) si les vecteurs ne sont pas nuls
0 si l’un des deux vecteurs est nul

• Calcul du produit scalaire en utilisant des coordonnées
On considère �u et �v deux vecteurs de coordonnées (ui, uj , uk) et (vi, vj , vk).

�u · �v = ui · vi + uj · vj + uk · vk

• Calcul du produit scalaire en utilisant des projections

On peut calculer le produit scalaire
−→
OA · −→OB

en utilisant le projeté orthogonal H de B sur
(OA).
On a ainsi :

−→
OA · −→OB =

−→
OA · −→OH

O
H

B

A

FIGURE 1.3
On a donc :

* Si
−→
OA et

−→
OB sont de même sens alors

−→
OA · −→OB = OA×OH

* Si
−→
OA et

−→
OB sont de sens contraires alors

−→
OA · −→OB = −OA×OH

• Propriétés
Pour tout vecteur �u, �v et �w, on a :

�u · �u = ��u �2

�u · �v = �v · �u
�u · (�v + �w ) = �u · �v + �u · �w

• Application
On utilise principalement le produit scalaire pour monter que deux vecteurs
sont orthogonaux.
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22 Chap 1. Calculs vectoriels et systèmes de coordonnées

On dit que deux vecteurs sont orthogonaux, noté �u⊥�v, si l’une de ces propo-
sitions est vérifiée : ⎧⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

l’un des vecteurs est nul

(�u,�v ) =
π

2
[2π]

(�u,�v ) = −π

2
[2π]

�u et �v sont orthogonaux ⇔ �u · �v = 0

• Définition
Un repère (O,�ı,�j,�k ) orthogonal est un repère tel que �ı, �j et �k sont orthogo-
naux entre eux.
Si de plus, ��ı � = ��j � = ��k � = 1, on dit que le repère est orthonormé.

• Application : détermination de l’équation cartésienne d’un cercle
On considère un cercle C de centre O(a, b) et de rayon R.

On note [AB] un diamètre de
ce cercle.
Pour tout point M(x, y) du
cercle, on sait que les vecteurs−−→
AM et

−−→
BM sont orthogonaux.

On a donc :
−−→
AM · −−→BM = 0.

Ainsi en utilisant les coor-
données des vecteurs

−−→
AM

et
−−→
BM on trouve l’équation

cartésienne d’un cercle.
On prend arbitrairement
A(a−R, b) et B (a+R, b).

O
AB

M

FIGURE 1.4
On a alors

−−→
AM · −−→BM = (x− a+R) (x− a−R) + (y − b)2 = 0

(x− a)2 + (y − b)2 = R2

L’équation cartésienne d’un cercle de centre (a, b) et de rayon R
s’écrit :

(x− a)2 + (y − b)2 = R2

1.1 Mathématiques - Cours 23

1.1.4 Produits vectoriels

On se placera dans ce chapitre dans un repère (O,�ı,�j,�k ) orthonormé direct.
C’est à dire qu’un observateur placé le long de �k, les pieds en O, regardant dans la
direction�ı a �j à sa gauche.

• Définition
Le produit vectoriel de deux vecteurs �u et �v que l’on note �u∧�v est défini par :

* Si �u et �v sont colinéaires alors �u ∧ �v = �0.

* Si �u et �v ne sont pas colinéaires alors :

�u ∧ �v est un vecteur qui vérifie

⎧⎪⎨
⎪⎩

�u ∧ �v est orthogonal à �u et à �v
(�u,�v, �u ∧ �v ) est une base directe

��u ∧ �v � = ��u � × ��v � × sin(��u,�v )

• Calcul du produit vectoriel en utilisant les coordonnées
On rappelle que l’on travaille avec une base orthonormée directe.
On considère �u et �v deux vecteurs de coordonnées (ui, uj , uk) et (vi, vj , vk).

�u ∧ �v = (uj · vk − uk · vj)�ı+ (uk · vi − ui · vk)�j+ (ui · vj − uj · vi)�k

• Propriétés
Pour tout vecteur �u, �v et �w et tout réel a et b,

�u ∧ �v = −�v ∧ �u

(a�v + b �w ) ∧ �u = a�v ∧ �u+ b �w ∧ �u

�u ∧ (a�v + b �w ) = a �u ∧ �v + b �u ∧ �w

• Application
On utilise principalement le produit vectoriel pour monter que deux vecteurs
sont colinéaires.

�u et �v sont colinéaires ⇔ �u ∧ �v = �0

Remarque : le vecteur nul est le seul vecteur colinéaire à tous les autres.
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1.1.5 Produits mixtes

On se placera dans ce chapitre dans un repère (O,�ı,�j,�k ).

• Définition
Le produit mixte de 3 vecteurs �u, �v et �w est le nombre réel [�u,�v, �w ] défini
par :

[�u,�v, �w ] = �u · (�v ∧ �w )

• Calcul du produit mixte en utilisant des coordonnées
On considère �u, �v et �w trois vecteurs de coordonnées (ui, uj , uk), (vi, vj , vk)
et (wi, wj , wk).

[�u,�v, �w ] =

∣∣∣∣∣∣
ui vi wi

uj vj wj

uk vk wk

∣∣∣∣∣∣

De manière générale, le déterminant d’une matrice 3× 3, s’écrit :
∣∣∣∣∣∣
a b c
d e f
g h i

∣∣∣∣∣∣
= aei+ dhc+ bfg − (gec+ dbi+ ahf)

• Application
On utilise principalement le produit mixte pour montrer que trois vecteurs sont
coplanaires.

�u,�v et �w sont coplanaires ⇔ [�u,�v, �w ] = 0

Remarque : En particulier le produit mixte est nul si deux des trois vecteurs
sont colinéaires.

1.1.6 Barycentre

Définitions
• Points pondérés

On appelle point pondéré tout couple (A, a) avec A un point et a un réel.

• Barycentre de deux points
Soient A et B deux points de l’espace et a et b deux réels dont la somme n’est
pas nulle.
On appelle barycentre des points pondérés (A, a) et (B, b) l’unique point G
tel que a

−→
GA+ b

−→
GB = �0.
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On peut aussi utiliser la formule suivante :

−→
AG =

b

a+ b

−→
AB

Le barycentre de deux points non confondus appartient à la droite définie par
ces deux points.

• Isobarycentre de deux points
On appelle isobarycentre de deux points le barycentre de ces deux points pon-
dérés par un même coefficient non nul.
L’isobarycentre de A et B est le milieu du segment [AB].

• Barycentre de trois points
Soient A,B et C trois points de l’espace et a, b et c, trois réels dont la somme
n’est pas nulle.
On appelle barycentre des points pondérés (A, a) , (B, b) et (C, c) l’unique
point G tel que a

−→
GA+ b

−→
GB+ c

−→
GC = �0.

On peut aussi utiliser la formule suivante :

−→
AG =

b

a+ b+ c

−→
AB+

c

a+ b+ c

−→
AC

Le barycentre de trois points non alignés appartient au plan défini par ces trois
points.

1.1.7 Droites et plans de l’espace

1. Droites de l’espace
• Caractérisation d’une droite

Soit A un point de l’espace et �u un vecteur non nul de l’espace.
La droite passant par A est de vecteur directeur �u est l’ensemble des points M
tels que

−−→
AM = k �u avec k réel.

• Représentation paramétrique d’une droite
Dans le repère R, la droite passant par A de coordonnées (ai, aj , ak) et de
vecteur directeur �u de coordonnées (ui, uj , uk) est l’ensemble des points M
de coordonnées (x, y, z) tels que :

⎧⎪⎨
⎪⎩

x = ai + uit

y = aj + ujt

z = ak + ukt avec t réel.
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