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CHAPITRE 1

NOTIONS DE BASE

A) ENSEMBLES

1. Propositions

Dans cette partie on note P et () deux propositions.

a) Propositions équivalentes et contraires

Une proposition en mathématiques posséde seulement deux valeurs de vérité : elle est soit

vraie, soit fausse. Deux propositions sont dites équivalentes lorsqu’elles possédent toujours
les mémes valeurs de vérité. Une proposition est dite contraire d'une autre si elle posséde
toujours une valeur de vérité différente. La proposition contraire d’une proposition P est
notée non(P).

b) Implication et équivalence

La proposition (non(P) ou Q) est notée P = (@ et se lit P implique Q.
LA.1.b.1.| Siles propositions P et P —> @Q sont vraies alors la proposition @ est vraie.

La proposition (P = @ et Q = P) est notée P <= (@ et se lit P équivalente a Q.

1.LA.1.b.2.| La proposition P <= @ est vraie si et seulement si les propositions P et Q)

sont équivalentes.
La proposition Q = P est appelée la réciproque de la proposition P = (.

c¢) Démonstrations

Une démonstration consiste a établir la véracité d’une proposition a partir d’autres propo-
sitions vraies.
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LA.l.c.1.| Les propositions P et non(P) = P sont équivalentes.

Dans un raisonnement par Uabsurde on choisit de démontrer la proposition non(P) = P
plutot que de démontrer P.

LA.c.2.| Les propositions P = () et non(()) == non(P) sont équivalentes.

Ces propositions sont dites contraposées. Ainsi pour démontrer une implication on peut
choisir de démontrer sa contraposée.

[.LA.1.c.3.| Les propositions P <= @Q et non(Q) <= non(P) sont équivalentes.

2. Définition des ensembles

a) Définition en extension

Un ensemble est une collection d’objets appelés éléments. Si x est un élément d’un ensemble
A alors on dit que x appartient & A et on note € A cette proposition. On admet 'existence
d’un ensemble vide noté @) qui ne contient aucun élément et qui est contenu dans tout autre
ensemble. Un ensemble est caractérisé par ses éléments de sorte que si A et B sont deux
ensembles alors on a :

A=B <= (Pourtout z,z € A <= =z € B)

Pour construire un ensemble on peut désigner directement ses éléments, c’est a dire que si n
objets sont désignés par les symboles ay, as, ..., a, alors on note ’ensemble de ces objets de
la maniére suivante :

A: {a17a27"'7a‘7l}

On dit que I'ensemble A est défini en extension.

b) Quantificateurs

Un quantificateur est 'un des trois symboles suivants écrit juste avant une proposition :
V qui signifie "pour tout".
3 qui signifie "il existe au moins un".
3! qui signifie "il existe un unique".

Si z est un élément d’un ensemble A et P, une proposition qui concerne x alors la proposition
Ve,v € A = P, est notée plus rapidement Vx € A, P, et de méme la proposition
Jr,x € A = P, est notée plus rapidement Jx € A, P,.

1.LA.2.b.1.| Les propositions non (Vo € A, P,) et 3z € A,non(P,) sont équivalentes.

1.LA.2.b.2.| Les propositions non (3z € A, P,) et Vx € A,non(P,) sont équivalentes.
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¢) Définition en compréhension

Si A est un ensemble alors on peut définir un nouvel ensemble B caractérisé par I'ensemble
des éléments x de A vérifiant une proposition P, qui concerne x :

B={x€c AP}

On dit que l'ensemble B est défini en compréhension.

3. Opérations sur les ensembles

Dans cette partie on note A et B deux ensembles.

a) Inclusion

On dit que B est inclus dans A et on note B C A lorsque tout élément de B est élément
de A. On dit encore que B est un sous-ensemble de A ou une partie de A. L’ensemble des
parties de A est noté Z(A).

b) Réunion et intersection

La réunion de deux sous-ensembles A et B d’un ensemble E est le sous-ensemble noté AU B
des éléments de F qui sont dans A ou dans B. L’intersection de deux sous-ensembles A et
B d’un ensemble FE est le sous-ensemble noté A N B des éléments de E qui sont dans A et
dans B. Deux ensembles dont I'intersection est vide sont dits disjoints.

c¢) Complémentaire et différence

Le complémentaire d’un sous-ensemble A d'un ensemble E est le sous-ensemble noté CpA
des éléments de E qui ne sont pas dans A. La différence de deux sous-ensembles A et B d’un
ensemble E est le sous-ensemble AN CpB noté encore A\ B.

d) Partition
Une partition d’un ensemble E est une famille (cf. I.A.4.i) de sous-ensembles non vides et
deux a deux disjoints de E dont la réunion est I’ensemble E.
e) Produit cartésien
Pour la définition des entiers naturels on se référera si nécessaire a la section 1.C.1.
On appelle produit cartésien de deux ensembles A et B I'ensemble des couples (a,b) ou a
est élément de A et b est élément de B :
Ax B={(a,b)lac Aetbe B}
Vn € N* si (A, Ag, ..., A,) sont n ensembles alors on définit encore leur produit cartésien
en posant :
HAk:Al XA2 X oo XAn: {(al,aQ,...#n)\al GAl et ay EAQ et ... et anGAn}
k=1

Un élément (a1, as, . .., a,) de [T}_; Ag est appelé un n-uplet et Yk € [1,n] on dit que ay, est
une composante du n-uplet (a1, as, ..., ay).
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4. Relation binaire sur un ensemble

Dans cette partie on note E et F deuzr ensembles.

a) Définition d’une relation binaire

Une relation binaire % de E vers F' est un sous-ensemble de E x I’ et lorsque (x,y) € Z
on note = Zy.

b) Fonctions et applications

Une relation binaire # de E vers F est appelée une fonction lorsque Va € E, il existe au
plus un élément y € F tel que %2y et on note alors Vo € E,y = Z(x).

Une relation binaire Z de E vers I est appelée une application lorsque Vr € E, 3y € F tel
que xZy et on note alors Vo € E,y = Z(x).

Une fonction ou une application & peut aussi étre notée x — Z(x). On appelle application
identité de E l'application x — x de E vers E et on la note Idg.

Si Z est une application de E vers F alors application Z est dite :
injective si V(z,y) € E%, 2 £y = Z(x) # Z(y).
surjective si Vy € F, 3z € E,y = Z(x).
bijective si elle est injective et surjective.

¢) Relation d’équivalence et relation d’ordre

Si Z est une relation binaire de F vers E alors on dit que & est une relation binaire sur F.
Une relation binaire Z sur E est dite :

réflexive si Vo € E, xZx.

symétrique si V(x,y) € B? 2Ry — y#z.

antisymétrique si V(z,y) € E?, (v %y et y#x) = x =y.

transitive si V(z,y,2) € E®, (v Ry et y#z) = x%=.

Une relation binaire sur E est appelée une relation d’ordre sur F si elle est réflexive, antisy-
métrique et transitive. Une relation binaire sur E est appelée une relation d’équivalence sur
FE si elle est réflexive, symétrique et transitive.

Si Z est une relation d’équivalence sur E alors pour tout z € E on appelle classe d’équiva-
lence de x 'ensemble :

T = {y € E|z#y}
LAAd.cl.| Si Z est une relation d’équivalence sur E alors I’ensemble des classes d’équiva-
lence {Z|x € E} forme une partition de E.

L’ensemble des classes d’équivalence est appelé I'ensemble quotient de E par la relation %
et il est noté E/Z.
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1.Ad.c.2.| Si X est une relation d’équivalence sur E alors l'application x — T de E vers
E/Z est surjective.

Cette application est appelée la surjection canonique de E vers E/Z.

d) Ensemble ordonné

Pour la définition des entiers naturels on se référera si nécessaire a la section 1.C.1.

Un ensemble F est dit ordonné s’il existe une relation d’ordre notée < sur cet ensemble et
on note alors (£, <) 'ensemble ordonné. On appelle ordre strict associé a la relation d’ordre
< la relation < définie par :

V(z,y) e B>,z <y <= (z<yetz#y)
On dit que (E, <) est totalement ordonné ou que la relation d’ordre < est totale sur F si :
V(z,y) e B>,z <youy<uz

On appelle plus grand élément (ou élément maximum) d’un ensemble ordonné (E, <) un
élément a € E tel que Vo € E,z < a. Un tel élément s’il existe est unique par antisymétrie
de la relation d’ordre et il est noté max(FE).

On appelle de méme plus petit élément (ou élément minimum) de F un élément a € E tel
que YV € E,x > a. Un tel élément s’il existe est unique par antisymétrie de la relation
d’ordre et il est noté min(E).

On appelle extremum de F un élément maximum ou minimum de E.

LA4.d.1.] Soit (E, <) un ensemble totalement ordonné et A un sous-ensemble non vide de
E, si A est fini alors A admet un plus grand élément et un plus petit élément.

Soit A un sous-ensemble d’un ensemble ordonné E. On appelle majorant de A un élément
a € FE tel que Vo € A,z < a et minorant de A un élément a € E tel que Vo € A,z > a.

Si I'ensemble des majorants de A est non vide et admet un plus petit élément alors cet
élément est noté sup(A) et appelé borne supérieure de A. Si Pensemble des minorants de
A est non vide et admet un plus grand élément alors cet élément est noté inf(A) et appelé
borne inférieure de A.

Soit n € N\{0,1} et (E, <) un ensemble ordonné, on définit une relation binaire
< sur (E™? en posant ¥(z,y) € ("), 2 <y <= (v1 <y ou 3k € [1,n— 1] tel que
(21, yxk) = (Y1, Uk) €t xpypy < yk+1), on définit une relation d’ordre = sur E™ en
posant ¥(x,y) € (E"),z <y < (z <y oux =y), de plus si la relation d’ordre < est
totale sur E alors la relation d’ordre < est totale sur E™.

On dit que =< est l'ordre lexicographique de E™ associé a <.
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e) Applications croissantes ou décroissantes

Soit (E, <) et (F, =) deux ensembles ordonnés et f une application de E vers F.

L’application f est dite croissante sur F si V(z,y) € F*,x <y = f(z) < f(y) ou
strictement croissante sur E si V(z,y) € F x <y = f(z) < f(y).

L’application f est dite décroissante sur E si V(z,y) € E,x <y = f(z) = f(y) ou
strictement décroissante sur E si V(z,y) € B,z <y = f(z) = f(y).

Une application est dite monotone (respectivement strictement monotone) sur E si elle est
croissante sur E ou si elle est décroissante sur E (respectivement strictement croissante ou
strictement décroissante).

f) Relation d’ordre sur les applications

Soit £ un ensemble et (F, <) un ensemble ordonné. L’ensemble des applications de E vers
F noté FF peut étre muni aussi d’une relation d’ordre < définie par :

V(f,9) e FF,f <g <= (Vz € E, f(x) < g(x))

g) Image directe ou réciproque
Soit E et F' deux ensembles, X une partie de E, Y une partie de F' et f une application
de E vers F. On appelle image de X par f le sous-ensemble f(X) = {f(z)|z € X} et on
appelle image réciproque de Y par f le sous-ensemble f~1(Y) = {z € E|f(z) € Y}.

h) Composition d’applications

Si A, B et C sont trois ensembles, f une application de A vers B et g une application de B
vers C' alors on note g o f I'application de A vers C appelée composée de f par g qui a tout
élément z de A associe I'élément g o f(z) = g (f(x)).

1.A.4.h.1.| La composée de deux applications injectives est injective.
1.A.4.h.2.| La composée de deux applications surjectives est surjective.

Si E et I sont deux ensembles et f une application de E vers F bijective alors on note f~*
I'application de I vers E qui a tout y de F' associe I'unique x de E tel que y = f(z) et on
dit que f~! est 'application réciproque de f.

LA4h3.| Si E et F sont deuz ensembles alors ¥(f,g) € F¥ x EF on a :

(fog=1Idp et go f =1dg) <= (f et g sont bijectives avec f~' =g et g4 = f)

Si E est un ensemble alors on note .#% 1’ensemble des bijections de E vers F et on déduit
que toute application f de E vers E telle que f o f = Idg est dans .g. Une application f
de F vers F vérifiant f o f = Idg est appelée une involution de F.
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1) Famille et suite d’éléments

Pour la définition des entiers naturels on se référera si nécessaire a la section 1.C.1.

Une famille d’éléments d’un ensemble E indexée dans un ensemble I est une application
u définie sur [ a valeurs dans E, on note alors Vi € I,u(i) = u; et u = (u;);es. La famille
(ui)ier est dite finie si 'ensemble [ est fini (cf. L. A.5.d).

Dans le cas ot I = N on dit que u est une suite d’éléments de E. Si u est une suite d’éléments
de E alors on appelle suite extraite de u une suite d’éléments de E de la forme u o ¢ avec ¢
une application de N vers N strictement croissante.

LA4i1.| Siu est une suite d’éléments d’un ensemble ordonné et si ¥n € N u, 1 > uy,

alors u est croissante.

5. Comparaison des ensembles

Dans cette partie on note A, B et C trois ensembles.

a) Cardinauzx

On dit que A et B ont le méme cardinal lorsqu’il existe une application bijective de A vers
B et on note |A] = |B|. On note |A| # |B] dans le cas contraire. On dit que le cardinal de
A est inférieur ou égal a celui de B et on note |A| < |B| §’il existe une application injective
de A vers B. On note enfin |A| < |B| lorsque |A| < |B| et |A| # |B].

LAb5.al.] |A| <|B| <= Il eziste une application surjective de B vers A.

LA5.a.2.| (JA|<|B|et|B|<|C|) = |A[ <O

ACB = |A<|B|.

b) Théoréme de Cantor-Bernstein

(Al < [B| et |B| < |A]) = |A|=|B].

¢) Théoréme de Cantor
LAbS.c.l.| |Z(A) > |Al

d) Ensembles finis, dénombrables et infinis

[ensemble des entiers naturels est noté N (cf. 1.C.1) et si A est un ensemble alors :
— A est dit fini si |A] < |N]|.
— A est dit dénombrable si |A] < |NJ.
— A est dit infini si |A| > |N].

LA5.d.1.| A est fini < In €N tel que |A| = |[1,n]].
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LA5.d.2.] V(n,p) € N? non nuls, on a (|[1,n]| < |[1,p]] <= n < p) et (|[1,n]] =
[L.p]l <= n=p).

On déduit que si A est un ensemble fini alors 3!n € N tel que |A| = |[1,n]|. On dit dans ce
cas que A est de cardinal n et on note |[A| = n.

LLA5.d.3.] Si A est une partie d’un ensemble fini E telle que |A| = |E| alors A = E.

1.A5.d.4.| Si f est une application d’un ensemble fini vers un autre ensemble fini de méme
cardinal alors on a (f injective <= [ surjective <= f bijective).

1.A.5.d.5.| Toute partie d’un ensemble fini est finie et toute partie d’un ensemble dénom-

brable est dénombrable.

1LA.5.d.6.| L'image par une application d’un ensemble fini est finie et l'image par une

application d’un ensemble dénombrable est dénombrable.

1.A.5.d.7.| Le produit cartésien d’une famille finie d’ensembles dénombrables est un ensemble

dénombrable.
LA.5.d.8.] Si A et B sont dénombrables alors on a |A| > |B| ou |A| < |B|.

e) Généralisation de la réunion et de lintersection

Si (An),cx est une famille d’ensembles indexée dans un ensemble K alors on définit la
réunion et I'intersection d’une telle famille de la maniére suivante :

T € UA” <~ dnekK,z€A,

nek

T € mA" — Vne K,z €A,
nek

La réunion ou lintersection est dite finie si K est fini ou encore dénombrable si K est
dénombrable.

LA5.el.| Si(An),cx est une famille de sous-ensembles d’un ensemble E indexée dans un

ensemble K alors :

Ce <UAn> = [ Ca(An) et Cp (ﬂm) = [JCu(4n)

nek nek nek nek

LLA5.e2.| Si E et F sont deuz ensembles, f une application de E vers F et (A,)nex une

famille de sous-ensembles de F indexée dans un ensemble K alors :

= (UAn) U A e (mAn) N

nek nek nekK nek



