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Nombres entiers naturels

1.1 La numération mésopotamienne

La numération mésopotamienne est un systéme de numération en base soixante
utilisé en Mésopotamie dés le III® millénaire av. J.-C. Ce systéme y perdure en se
perfectionnant, au moins jusqu’au III° siécle av. J.-C. Il est ensuite repris par les
civilisations grecques et arabes pour l'écriture des nombres en astronomie et il en
reste quelques vestiges de nos jours dans le systéme horaire ou encore dans la mesure
des angles en degrés, minutes, secondes. Ce systéme repose sur un compromis entre la
base soixante et la base dix. Au cours de ces 3000 ans, plusieurs systémes d’écriture
ont cohabité dont un systéme de numération positionnelle savant de base soixante
utilisant une notation & base de clous et chevrons et d’autres symboles particuliers
aux nombres 1, 10, 60, 600, 3600, 36 000, 216 000. Cette numération est partagée par
les Babyloniens et les Akkadiens et provient de celle utilisée par les Sumériens.

Exemple. Voici trois exemples d’écritures cunéiformes de nombres :

<< T 7T
<< T T 7]
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(2 x 3600) + (10 x 60) +4 = 7804

1.2 La numération égyptienne

Les Egyptiens de ’Antiquité utilisaient un systéme de numération décimal, mais
dans lequel « zéro » n’existait pas. Chaque ordre de grandeur (unités, dizaines, cen-
taines, etc.) possédait un signe répété le nombre de fois nécessaire. Autrement dit, il

s’agit d’un systéme additif et non pas d’un systéme de position. Voici quelques hié-
roglyphes utilisés par les scribes égyptiens pour représenter les différents ordres de
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Exemple. Voici trois exemples d’écritures hiéroglyphiques de nombres :

:
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1.3 La numération chinoise

La numération chinoise sert & écrire des nombres en chinois. Elle est constituée
de caractéres chinois et remonte donc & la naissance de ’écriture chinoise, au III®
millénaire av. J.-C. C’est une numération qui se rapproche d’un systéme positionnel en
base dix, ot les principes de position et d’addition sont utilisés. Bien que la numération
indo-arabe soit devenue d’usage courant en Chine, cette numération est encore utilisée
de nos jours. Voici quelques symboles utilisés par les Chinois pour représenter différents

ordres de grandeur :

| 2 3 4 5
6 7 8 9 10
20 30 40 50 60
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100 200 300 400 500
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1000 2000 3000 4000 5000

Exemple. Voici trois exemples d’écritures chinoises de nombres :

N3
=)
P8 T

1227

Remarque. Le zéro est un élément indispensable & toute opération mathématique.
Sa découverte (ou son invention) revét donc une importance historique. Avant d’étre
désigné par le symbole que nous connaissons tous, le zéro était représenté a I’origine par
une place vide. A ce jour, les historiens semblent d’accord pour affirmer que 1’emploi
d’un espace vide pour le zéro fut inventé en Chine. En effet, on a discerné cet espace
sur des tables de calcul chinoises qui remontent au moins au IV® siécle avant J.-C.
L’idée était simple : le nombre 405 s’écrivait : « quatre espace cing », soit « quatre
centaines, pas de dizaines, cinq unités ». Utilisé plusieurs siécles durant, il semble que
les Chinois aient longtemps jugé l'espace vide parfaitement adéquat. Les historiens
pensent que cet espace fut ensuite entouré d’un cercle, cercle qui serait I'ancétre de
notre actuel « 0 ».
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1.4 La numération romaine

La numération romaine est un systéme de numération additive utilisé par les an-
ciens Romains. Les nombres sont représentés a ’aide de symboles combinés entre eux,
notamment par les signes I, V, X, L, C, D et M, appelés chiffres romains, qui repré-
sentent respectivement les nombres 1, 5, 10, 50, 100, 500 et 1 000. Ces « abréviations
destinées a notifier et a retenir les nombres » ne permettaient pas a leurs utilisateurs
de faire des calculs, qui étaient effectués au moyen d’abaques'. Un nombre écrit en
chiffres romains se lit de gauche & droite. En premiére approximation, sa valeur se dé-
termine en faisant la somme des valeurs individuelles de chaque symbole, sauf quand
I’un des symboles précéde un symbole de valeur supérieure; dans ce cas, on soustrait
la valeur du premier symbole a la valeur du second.

Exemple. Voici trois exemples d’écritures romaines de nombres :
%

XXVII
100+10+5+1+1=27
DIX
500410 — 1 = 509
CCXXXIV
100 +100+104+10+104+5 -1 =234

1.5 La notation décimale positionnelle

Nous I'avons vu, la numération positionnelle existe depuis le III® millénaire avant
J.-C. : les mathématiciens babyloniens utilisaient déja un systéme de numération po-
sitionnel sexagésimal (i.e. en base 60). L’application de la notation positionnelle & un
systéme décimal fut initiée par les Chinois dans leur numération chinoise au II° siécle
avant J.-C., puis finalisée vers ’an 500 de I'ére chrétienne par les brahmanes de 1'Inde.
Le systéme est décrit dans " Aryabhatiya, un ouvrage indien, rédigé par Aryabhata
et daté de 499, considéré comme 1’équivalent indien de ce que seront les Eléments
d’Euclide 2. Dans I’Antiquité, on utilisait exclusivement de nombreux systémes non-
positionnels, dont ’exemple le plus connu est la numération romaine. Il est clair que,
dans un tel systéme de notation, une simple opération comme une multiplication se
révele pratiquement impossible a effectuer sans abaque (boulier, tablettes de calcul a
jetons, ou autre outil de calcul).

1. Abaque (d’abacus en latin et d’abaz en grec signifiant « table & poussiére ») est le nom donné
A tout instrument mécanique plan facilitant le calcul.

2. Les Eléments est un traité mathématique constitué de treize livres organisés thématiquement,
probablement écrit par le mathématicien grec Euclide vers 300 avant J.-C. Il s’agit du recueil mathé-
matique qui a rencontré le plus de succés au cours de I'Histoire. En effet les Eléments furent I'un des
premiers livres imprimés (& Venise, en 1482) et n’est trés probablement précédé que par la Bible en
ce qui concerne le nombre d’éditions publiées.
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Définition 1. On appelle nombre entier naturel tout nombre auquel on peut abou-
tir en comptant sur ses doigts.

Exemple. 23 est un nombre entier naturel mais 51,8 et % ne sont pas des nombres
entiers naturels.

Remarque. On peut en effectuer plusieurs :
1. Les nombres entiers naturels s’écrivent de nos jours a l'aide des dix chiffres : 0,
1,2,3,4,5,6, 7, 8ect 9, appelés chiffres indo-arabes.
2. Deux nombres entiers naturels qui se suivent sont dits consécutifs.
Exemple : 132 et 133 sont consécutifs.

3. Les nombres entiers naturels peuvent également s’écrire en toutes lettres. A ce
sujet, voici quelques régles d’orthographe qu’il convient de respecter :

(a) «mille » est invariable;

(b) « vingt » et « cent » prennent un « s » lorsqu’ils sont multipliés et qu’ils
terminent ’écriture d’un nombre;;

(¢) on utilise le trait d’union pour les nombres inférieurs a cent.

Exemple. Voici quelques exemples d’écritures en toutes lettres :

1. 2781 : deux mille sept cent quatre-vingt-un.

2. 700 : sept cents.

3. 580 : cinq cent quatre-vingts.
Vocabulaire : nous 'avons dit, notre systéme d’écriture des nombres actuel est un
systéme décimal dit « de position ». Cela signifie que la position d’un chiffre au sein
de I’écriture d’un nombre revét un réle important. Un méme chiffre ne renvoie pas a

la méme valeur selon le rang qu’il occupe au sein de I’écriture d’'un nombre. Voici les
noms de quelques rangs usuels :

MILLIARDS MILLIONS MiLLiERs | CENTAINES | DizaiNes | UNITEs
4 0 0 6 9
7 4 2 0
5 113 0 610 8 1 4 )
7 4 212 0 9 8 9

Remarque. On peut effectuer plusieurs remarques :

1. Pour faciliter la lecture d’un nombre, on regroupe généralement les chiffres par
paquets de trois. Exemple : 8 371 498.

2. La comparaison de deux nombres entiers naturels est rendue immédiate avec
un tel systéme de position. En effet, en partant de la gauche, le premier chiffre
qui differe dans ’écriture des nombres comparés nous dit lequel des deux est le
plus grand. Exemple : 4382 et 4 391. Le premier chiffre qui différe est celui
des dizaines : 8 < 9 donc 4382 < 4391.
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3. Tout nombre entier naturel peut alors se décomposer selon le rang de chacun
de ses chiffres.
Exemple : 47369 = 40000 4 7000 4 300 + 60 + 9.

Définition 2. L’ensemble de tous les nombres entiers naturels est noté N. On a
donc : N ={1;2;3;4;5;...}.

Exemple. 2022 est un nombre entier naturel, on écrit : 2022 € N, qui signifie :
« 2022 appartient a ’ensemble des nombres entiers naturels ». En revanche % =0,4
n’est pas un nombre entier naturel, on écrit : % ¢ N, qui signifie : « % n’appartient pas
a I’ensemble des nombres entiers naturels ».

Remarque. L’ensemble des nombres entiers naturels N est infini. Pourquoi ? Supposons
que n soit le plus grand nombre entier naturel que 'on puisse trouver dans N. Alors
considérons le nombre n auquel on ajoute 1. D’une part ce dernier nombre est bien un
nombre entier naturel car nous avons compté un doigt supplémentaire et d’autre part
il s’avére plus grand que n puisque nous avons ajouté 1. Par conséquent, n n’est pas
le plus grand nombre entier naturel. De la sorte, il n’existe pas de tel nombre entier
naturel plus grand que tous les autres.

1.6 Le systéme binaire

Le systéme binaire (du latin binarius, « double ») est le systéme de numération uti-
lisant la base deux. On nomme couramment bit (de 'anglais binary digit, soit « chiffre
binaire ») les chiffres de la numération binaire positionnelle. Un bit peut prendre deux
valeurs, notées par convention 0 et 1. Le systéme binaire est notamment utile pour
représenter le fonctionnement de 1’électronique numeérique utilisée dans les ordinateurs
fondée, rappelons-le, sur ’électricité (le circuit est fermé, le courant passe, le circuit
est ouvert, le courant ne passe pas). La position d’un chiffre ne correspond plus a 1,
10, 100, 1000, 10000, etc. mais a 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, etc. Voici donc I'écriture binaire
des dix chiffres indo-arabes :

ECRITURE DECIMALE | 0 | 1| 2 | 3 4 5 6 7 8 9

ECRITURE BINAIRE 01|10 |11 | 100 | 101 | 110 | 111 | 1000 | 1001

Exemple. Voici quelques exemples d’écritures binaires :

1101 =1+4+8=13
11011 =1+2+8416 =27
101011 =1+2+8+32=43
1111111 =1+2+4+8+16+32+64 =111

17
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1.7 Exercices

Exercice 1

123456789101112131415161718192021222324252627282930

On barre 45 des 51 chiffres donnés sans changer ’ordre de fagon que les chiffres restants
forment un nombre le plus grand possible. Quel sera ce nombre ?

Exercice 2

On écrit les dates sous la forme « jjmmaaaa ». Par exemple, le 15 aott 2019, s’écrit
15082019. Le 20 février 2002 s’écrit quant a lui 20022002. Un tel nombre, qui se
lit indifféremment de gauche a droite et de droite a gauche, est appelé un nombre
palindrome. Citer trois autres dates dont ’écriture est un nombre palindrome.

Exercice 3

Un nombre quinaire est un nombre dont la somme des chiffres vaut 5. Les nombres
5, 32, 11111 et 20201 sont des nombres quinaires. Combien existe-t-il de nombres
quinaires entre 1 et 20227

Exercice 4

Chacun des chiffres 1 a 6 est utilisé une fois pour former le code du coffre-fort de
Balthazar Picsou. Ce nombre a six chiffres est pair. Pour chaque paire de chiffres
voisins, I'un est multiple de I'autre. Quel est le code du coffre-fort 7

Exercice 5

Un nombre peut se compter lui-méme. Par exemple, le nombre 1210 se compte lui-
méme. En effet, son premier chiffre, « 1 », compte le nombre de « 0 » dont il est
constitué, son deuxiéme chiffre, « 2 », compte le nombre de « 1 » dont il est constitué,
son troisiéme chiffre, « 1 », compte le nombre de « 2 » dont il est constitué et que son
quatriéme chiffre, « 0 », compte le nombre de « 3 » dont il est constitué. Un nombre
qui vérifie cette propriété d’autodescription est appelé un nombre autobiographique.
Cette propriété apparait alors nettement dans le tableau suivant :

CHIFFRES | 0 | 1| 2] 3

NOMBRE 1 2 1 0

Chaque chiffre de la seconde ligne désigne le nombre d’occurrences dans cette méme
seconde ligne du chiffre situé au-dessus de lui.

1. Déterminer tous les nombres autobiographiques a quatre chiffres.

2. Déterminer tous les nombres autobiographiques & cinq chiffres.



