


76 VCDNG FGU OCVK�TGU

*) 9���
��
���
�� �#��
LN� ��N	����� -+0

5( T!��
! �� ]���� 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 :8=

=( T[

�	 �� �!��	�[�� �� 
��
� �� [��!� 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 :8=

==( K��
!����� ��]�����		�� 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 :8>

===( O[���]�� ��������[	�� 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 :8?

=I( K��
!����� ��]�����		�� �.�� 
	[� ��]	����� 5 5 5 5 5 5 5 5 :96

I( G���
��
���
�� [���[������� �� 
[���]�� ��
!������� 5 :96

6( G���]�]�� 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 :98

=( G�
[]�� ��]	������ 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 :98

==( K��
!����� ��]�����		�� 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 :99

===( G���
��
���
�� [���[������� �� 
[���]�� ��
!������� 5 :9=

7( U�	������ 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 ::9

** 8����LM�	��� �� ���N����� ��N�����		�� -1,

5( T!��
! �� ]���� 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 :>9

=( F!���[\�	��! �.��� ���]���� ��]�����		� 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 :>9

==( E�

������� �� ���]����� �!���[\	�� 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 :>:

===( H��]����� �� ]	[��� C k
5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 :><

6( G���]�]�� 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 :>=

=( F!���[\�	��! �� ���]����� � �[	���� �!�		�� 5 5 5 5 5 5 5 5 5 :>=

==( F!���[\�	��! �� ���]����� ��]�����		�� 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 :>>

===( U��� 
�� ��*!������	� 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 :?6

7( U�	������ 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 :?7

*+ 7L	N�	 �� �������	 .)2

5( T!��
! �� ]���� 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 ;6?

=( H��]����� �� ]	[��� C 1
5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 ;6?

==( T �	� �� 	[ ]�[$�� 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 ;77

===( H��]����� �� ]	[��� C 2
5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 ;78

=I( R����� ]�������� �� �����
[ 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 ;79

6( G���]�]�� 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 ;7:

=( C

	�][����� �� ]	[��� C 1
5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 ;7:

==( F!���!�� 
[����		�� �.����� 8 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 ;7;

===( G����
[ 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 ;7<

=I( G��[����� [�� �!���!�� 
[����		�� 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 ;7?

7( U�	������ 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 ;88

�������� �

�	���
���� ��	�
�������

�� ������ ��  ����

N�� ���]���� ]�����!�!�� ���� �!+���� ��� �� ������[		� ��� �����[	 �� R �� �

�[	���� �[�� K3 ����
\	� ��� ��
\��� �!�	� �� ��� ��
\��� ]�

	����5

'� '
����0���
 �� ��
2���
� 2�
��
��� �0� 	��2�0��

*( :��N����� N�������� 
L� 
��N�L��

$��
����
  W�� ���]���� �!+��� ��� �� ���
��� S = [a, b] �� R ��� N�������


L� 
��N�L�� ��� S �� �� ���	�
��� �� �		� [�
�� �� ��
\�� +�� �� 
�����

�� ���]��������! �� �� ]�[]�� �� ]�� 
�����3 �		� [�
�� ��� 	�
��� � ������ ��

��� 	�
��� � �[�]��5

+���������  

• U�� ]�[��� ������[		� ]xi, xi+1[⊂ [a, b] �( f ��� ]�������3 �		� ��� 
��	����[\	�


[� ]��������! ��� [xi, xi+1] �� ��� ���]���� fi 5
• Cm([a, b],K)3 ����
\	� ��� ���]����� ]�������� 
[� 
��]�[�� ��� [a, b] � �[4

	���� �[�� K3 ��� �� ��
[]� ��]�����	 ��� K5

$��
����
  W�� ���]���� ��� N������� 
L� 
��N�L�� ��� I ������[		� ��

R �� �� ���	�
��� �� �		� ��� ]������� 
[� 
��]�[�� ��� ���� ���
��� �� I5

+��������  Cm(I,K)3 ����
\	� ��� ���]����� ]�������� 
[� 
��]�[�� ��� I
� �[	���� �[�� K3 ��� �� ��
[]� ��]�����	 ��� K5

9782340-073920_001_552.indd   119782340-073920_001_552.indd   11 08/09/2022   15:1208/09/2022   15:12



78 EJCRKVTG 75 KPV�ITCNGU I�P�TCNKU�GU

+( =�����L	� ��� �� ���
����

�

�

�

.�����	�����
����
  U��� f ��� ���]���� ]������� 
[� 
��]�[�� ���

[a, b]5
U��� x0 = a < x1 < · · · < xn = b ��� ��\�������� �� [a, b] ��		� ��� f ���

]������� ��� ]xi, xi+1[ 5 Q� �!����� 
[� fi 	� 
��	����
��� 
[� ]��������! �� f

��� [xi, xi+1] 
��� ���� i ]�

��� ����� 0 �� n−15 N� ��
\��

n−1∑
i=0

∫ xi+1

xi

fi(t)dt

�� �!
��� 
[� �� 	[ ��\�������� �� ��� [

�	! 	#������L	� ��� [a, b] �� f ���!�∫ b

a
f(t)dt ��

∫

[a,b]
f 5

+���������  

• f →
∫

[a,b]
f ��� ��� ���
� 	��![��� ��� Cm([a, b],K)5 F� 
	��3 �		� ��� 
�������

�� K = R5

• N.���!��[	� ��� ���[��[��� 
[� ��[��	[���� ].��� � ���� ��� �� f ��� ��� ���]����

]������� 
[� 
��]�[�� ��� [a, b]3 
��� ���� �!�	 c3
∫ b

a
f(x)dx =

∫ b+c

a+c
f(x− c)dx

• U� ���� ���]����� ]�������� 
[� 
��]�[�� �� ��*!���� ��.�� �� ��
\�� +��

�� 
����� ��� [a, b]3 �		�� ��� 
"
� ���!��[	� ��� [a, b]5
• =���L	��� �� 	L 
������ 3 U��� f ∈ Cm([a, b],K) �� M �� 
[���[�� �� f

��� [a, b]5 Q� [ 	.��!�[	��! �� 	[ 
������ @

∣∣∣∣∣
∫

[a,b]
f

∣∣∣∣∣ ≤
∫

[a,b]
|f | ≤ M(b− a) ·

• E�	L���� �� 7�L�	�� 3 U��� f ∈ Cm([a, b],K) �� a < c < b5 C	��� @

∫

[a,b]
f =

∫

[a,c]
f +

∫

[c,b]
f.

�

�

�

�

.�����	� �� 2�0
��	�
� �� �0��01�� @

��[�� ����!�� ��� ���]���� f ]������� 
[� 
��]�[�� ��� I � �[	���� �[�� K
�� ��� ���]���� φ � �[	���� �[�� I3 ����]��
��� ]�����[��� �� �� ]	[��� C 1

���

[α, β]3 �� [ [	��� @

∫ β

α
f (φ(u))φ′(u)du =

∫ φ(β)

φ(α)
f(t)dt ·

T!��
! �� ]���� 79

�� �[ �[��[��� @

��[�� ����!�� ��� ���]���� f ]������� 
[� 
��]�[�� ��� I � �[	���� �[�� K ��

��� ���]���� φ � �[	���� �[�� I3 ����]��
��� �!]�����[��� �� �� ]	[��� C 1
���

[α, β]3 �� [ [	��� @

∫ β

α
f (φ(u))φ′(u)du = −

∫ φ(α)

φ(β)
f(t)dt ·

''� '
����0��� ��
��0������

*( =�����L	� �

��
�� ��� [a,+∞[

$��
����
  U� � ��� ��� [

	�][���� ]������� 
[� 
��]�[�� ��� [a,+∞[ �

�[	���� �!�		�� �� ]�

	����3

∫ +∞

a
f(t)dt3 ���!��[	� �� f ��� [a,+∞[3 ��� ����

N���������� �� 	.[

	�][���� x →
∫ x

a
f(t)dt [ ��� 	�
��� +��� �� +∞ ���!�

∫ +∞

a
f ��

∫ +∞

a
f(t)dt 5 F[�� 	� ][� ]����[���3 �		� ��� ����������5 Q� ���

[���� ��� 	.���!��[	� ��� ]���������� �� ���������� �� +∞5

T�
[���� @ L����+�� 	.�������]� ��

∫ +∞

a
f ].��� 
������ �[ ]��������]�5

+���������  

• U��� f ��� ���]���� ]������� 
[� 
��]�[�� ��� [a,+∞[ � �[	���� 
��������5

C	���

∫ +∞

a
f(t)dt ��� ]���������� �� �� ���	�
��� �� x →

∫ x

a
f(t)dt ���

\���!� ��� [a,+∞[5
• U� f �� g ���� ���� ���]����� ]�������� 
[� 
��]�[�� ��� [a,+∞[ � �[	����


�������� ��		�� ��� 0 ≤ f ≤ g3 	[ ]��������]� ��

∫ +∞

a
g �

	���� ]�		� ��

∫ +∞

a
f 5

+( =�����L	�� �����L	����� ��� �� ������L		�

$��
����
  U��� f ]������� 
[� 
��]�[�� ��� I �� \����� a �� b [��]

−∞ ≤ a < b ≤ +∞5

• I = [a, b[ @ 	.���!��[	�

∫ b

a
f(t)dt ��� ���� N���������� �� 	.[

	�][����

x →
∫ x

a
f(t)dt [ ��� 	�
��� +��� �� b5

9782340-073920_001_552.indd   129782340-073920_001_552.indd   12 08/09/2022   15:1208/09/2022   15:12



78 EJCRKVTG 75 KPV�ITCNGU I�P�TCNKU�GU

+( =�����L	� ��� �� ���
����

�

�

�

.�����	�����
����
  U��� f ��� ���]���� ]������� 
[� 
��]�[�� ���

[a, b]5
U��� x0 = a < x1 < · · · < xn = b ��� ��\�������� �� [a, b] ��		� ��� f ���

]������� ��� ]xi, xi+1[ 5 Q� �!����� 
[� fi 	� 
��	����
��� 
[� ]��������! �� f

��� [xi, xi+1] 
��� ���� i ]�

��� ����� 0 �� n−15 N� ��
\��

n−1∑
i=0

∫ xi+1

xi

fi(t)dt

�� �!
��� 
[� �� 	[ ��\�������� �� ��� [

�	! 	#������L	� ��� [a, b] �� f ���!�∫ b

a
f(t)dt ��

∫

[a,b]
f 5

+���������  

• f →
∫

[a,b]
f ��� ��� ���
� 	��![��� ��� Cm([a, b],K)5 F� 
	��3 �		� ��� 
�������

�� K = R5

• N.���!��[	� ��� ���[��[��� 
[� ��[��	[���� ].��� � ���� ��� �� f ��� ��� ���]����

]������� 
[� 
��]�[�� ��� [a, b]3 
��� ���� �!�	 c3
∫ b

a
f(x)dx =

∫ b+c

a+c
f(x− c)dx

• U� ���� ���]����� ]�������� 
[� 
��]�[�� �� ��*!���� ��.�� �� ��
\�� +��

�� 
����� ��� [a, b]3 �		�� ��� 
"
� ���!��[	� ��� [a, b]5
• =���L	��� �� 	L 
������ 3 U��� f ∈ Cm([a, b],K) �� M �� 
[���[�� �� f

��� [a, b]5 Q� [ 	.��!�[	��! �� 	[ 
������ @

∣∣∣∣∣
∫

[a,b]
f

∣∣∣∣∣ ≤
∫

[a,b]
|f | ≤ M(b− a) ·

• E�	L���� �� 7�L�	�� 3 U��� f ∈ Cm([a, b],K) �� a < c < b5 C	��� @

∫

[a,b]
f =

∫

[a,c]
f +

∫

[c,b]
f.

�

�

�

�

.�����	� �� 2�0
��	�
� �� �0��01�� @

��[�� ����!�� ��� ���]���� f ]������� 
[� 
��]�[�� ��� I � �[	���� �[�� K
�� ��� ���]���� φ � �[	���� �[�� I3 ����]��
��� ]�����[��� �� �� ]	[��� C 1

���

[α, β]3 �� [ [	��� @

∫ β

α
f (φ(u))φ′(u)du =

∫ φ(β)

φ(α)
f(t)dt ·

T!��
! �� ]���� 79

�� �[ �[��[��� @

��[�� ����!�� ��� ���]���� f ]������� 
[� 
��]�[�� ��� I � �[	���� �[�� K ��

��� ���]���� φ � �[	���� �[�� I3 ����]��
��� �!]�����[��� �� �� ]	[��� C 1
���

[α, β]3 �� [ [	��� @

∫ β

α
f (φ(u))φ′(u)du = −

∫ φ(α)

φ(β)
f(t)dt ·

''� '
����0��� ��
��0������

*( =�����L	� �

��
�� ��� [a,+∞[

$��
����
  U� � ��� ��� [

	�][���� ]������� 
[� 
��]�[�� ��� [a,+∞[ �

�[	���� �!�		�� �� ]�

	����3

∫ +∞

a
f(t)dt3 ���!��[	� �� f ��� [a,+∞[3 ��� ����

N���������� �� 	.[

	�][���� x →
∫ x

a
f(t)dt [ ��� 	�
��� +��� �� +∞ ���!�

∫ +∞

a
f ��

∫ +∞

a
f(t)dt 5 F[�� 	� ][� ]����[���3 �		� ��� ����������5 Q� ���

[���� ��� 	.���!��[	� ��� ]���������� �� ���������� �� +∞5

T�
[���� @ L����+�� 	.�������]� ��

∫ +∞

a
f ].��� 
������ �[ ]��������]�5

+���������  

• U��� f ��� ���]���� ]������� 
[� 
��]�[�� ��� [a,+∞[ � �[	���� 
��������5

C	���

∫ +∞

a
f(t)dt ��� ]���������� �� �� ���	�
��� �� x →

∫ x

a
f(t)dt ���

\���!� ��� [a,+∞[5
• U� f �� g ���� ���� ���]����� ]�������� 
[� 
��]�[�� ��� [a,+∞[ � �[	����


�������� ��		�� ��� 0 ≤ f ≤ g3 	[ ]��������]� ��

∫ +∞

a
g �

	���� ]�		� ��

∫ +∞

a
f 5

+( =�����L	�� �����L	����� ��� �� ������L		�

$��
����
  U��� f ]������� 
[� 
��]�[�� ��� I �� \����� a �� b [��]

−∞ ≤ a < b ≤ +∞5

• I = [a, b[ @ 	.���!��[	�

∫ b

a
f(t)dt ��� ���� N���������� �� 	.[

	�][����

x →
∫ x

a
f(t)dt [ ��� 	�
��� +��� �� b5

9782340-073920_001_552.indd   139782340-073920_001_552.indd   13 08/09/2022   15:1208/09/2022   15:12



7: EJCRKVTG 75 KPV�ITCNGU I�P�TCNKU�GU

• I =]a, b] @ 	.���!��[	�

∫ b

a
f(t)dt ��� ���� N���������� �� 	.[

	�][����

x →
∫ b

x
f(t)dt [ ��� 	�
��� +��� 	������ x ���� ���� a5

F[�� 	� ][� �� ]��������]�3 	[ 	�
��� ��� ���!�

∫ b

a
f(t)dt ��

∫ b

a
f 5

�

�

�

�

.�����	�����
����
  U��� f ��� [

	�][���� ]������� 
[� 
��]�[�� ���

]a, b[ [��] −∞ ≤ a < b ≤ +∞5 U��� c �� !	!
��� �� ]a, b[5

N[ ]��������]� ��� ���!��[	��

∫ c

a
f(t)dt ��

∫ b

c
f(t)dt �� �!
��� 
[� �� c �� ��

][� �� ]��������]�3 	��� ��

� ��� ���!
���[��� �� c5 F[�� 	� ][� �� ]�����4

���]� ��� ���!��[	�� 
�!]!������3 	.���!��[	�

∫ b

a
f(t)dt ��� ���� N����������

�� �� 
��� @ ∫ b

a
f(t)dt =

∫ c

a
f(t)dt+

∫ b

c
f(t)dt

T�
[���� @ N.���!��[	� �� f ��� I �� \����� a �� b /��]	���� �� ��� �[�� I0
��� ]���������� �� �� ���	�
��� �� f ��� �.���!��[	� ]���������� ��� ]a, b[5 C����

�� f ��� ]������� ��� [a, b[ ��� 
��	����[\	� 
[� ]��������! �� b3

∫ b

a
f(x)dx ���

]����������5 Q� ��� [	��� ��� 	.���!��[	� ��� �[����
��� �

��
�� �� b5

)��
 0��2 ��� ���	������  

• U��� f ]������� 
[� 
��]�[�� ��� I �� \����� a �� b �� � �[	���� 
��������5∫ b

a
f(t)dt ��� ]���������� �� �� ���	�
��� �� �	 ������ �� 
���� c �� I ��	 ���

x →
∫ x

c
f(t)dt ��� \���!� /�� [	��� 
��� ���� 
���� d �� I3 x →

∫ x

d
f(t)dt

��� \���!�05

• U��� f ��� ���]���� ]������� ��� I �� \����� a �� b �� F ��� 
��
����� �� f

��� I5 C	���

∫ b

a
f(t)dt ��� ]���������� �� �� ���	�
��� �� F [ ��� 	�
��� �� a

�� �� b �� �� [ [	���

∫ b

a
f(t)dt = lim

b
F − lim

a
F .

T!��
! �� ]���� 7;

,( C��
������

• N.����
\	� ��� ���]����� ]�������� 
[� 
��]�[�� ��� I �.���!��[	� ]�����4

����� ��� �� ��
[]� ��]�����	 ��� 	����	 f →
∫ b

a
f(t)dt ��� 	��![���5

• N.���!��[	� ��� �� ���
��� �.��� ���]���� ]������� 
[� 
��]�[�� 
�������

��� 
�������5

• U� f �� g ���� ���� ���]����� ]�������� 
[� 
��]�[�� ��� �� ������[		� ��

\����� a �� b � �[	���� �!�		��3 �.���!��[	�� ]����������� ��� ]�� ������[		� ��

�!��+[�� f ≤ g3 [	���

∫ b

a
f ≤

∫ b

a
g5

• U��� f ]������� 
[� 
��]�[�� ��� �� ������[		� �� \����� a �� b �� �.���!��[	�

]���������� ��� ]�� ������[		�5 C	��� 
��� ���� �!�	 c ����]��
��� ]�

���

����� a �� b3

∫ c

a
f ��

∫ b

c
f ���� ]����������� ��

∫ b

a
f =

∫ c

a
f +

∫ b

c
f.

�

�

�

�

(
����0���
 �0� �0����� ��
��0����� @

U����� f �� g ���� ���]����� �� ]	[��� C 1
��� I �� \����� a �� b ��		�� ��� fg

[ ��� 	�
��� +��� �� a �� �� b5 N�� ���!��[	�� �� fg′ �� f ′g ��� I ���� �� 
"
�

�[���� �� �� ][� �� ]��������]�

∫ b

a
f(t)g′(t)dt = [fg]ba −

∫ b

a
f ′(t)g(t)dt.

�

�

�

�

.�����	� �� 2�0
��	�
� �� �0��01��� @

U� φ : ]α, β[ → ]a, b[ ��� ��� \���]���� ����]��
��� ]�����[��� �� ]	[��� C 1
3 ��

�� f : ]a, b[ → C ��� ]������� 
[� 
��]�[�� [	��� 	�� ���!��[	��

∫ b

a
f(t)dt ��

∫ β

α
(f ◦ φ)(u)φ′(u)du ���� �� 
"
� �[���� �� 	�� ���� ���!��[	�� ���� !�[	��

�� ][� �� ]��������]�5

E� �!��	�[� �.[�[
�� 	������ φ ��� �!]�����[��� @

U� φ : ]α, β[ → ]a, b[ ��� ��� \���]���� ����]��
��� �!]�����[��� �� ]	[��� C 1
3

�� �� f : ]a, b[ → C ��� ]������� 
[� 
��]�[�� [	��� 	�� ���!��[	��

∫ b

a
f(t)dt

∫ β

α
(f ◦φ)(u)φ′(u)du ���� �� 
"
� �[���� �� 	�� ���� ���!��[	�� ���� �

��!��

�� ][� �� ]��������]�5

9782340-073920_001_552.indd   149782340-073920_001_552.indd   14 08/09/2022   15:1208/09/2022   15:12



7: EJCRKVTG 75 KPV�ITCNGU I�P�TCNKU�GU

• I =]a, b] @ 	.���!��[	�

∫ b

a
f(t)dt ��� ���� N���������� �� 	.[

	�][����

x →
∫ b

x
f(t)dt [ ��� 	�
��� +��� 	������ x ���� ���� a5

F[�� 	� ][� �� ]��������]�3 	[ 	�
��� ��� ���!�

∫ b

a
f(t)dt ��

∫ b

a
f 5

�

�

�

�

.�����	�����
����
  U��� f ��� [

	�][���� ]������� 
[� 
��]�[�� ���

]a, b[ [��] −∞ ≤ a < b ≤ +∞5 U��� c �� !	!
��� �� ]a, b[5

N[ ]��������]� ��� ���!��[	��

∫ c

a
f(t)dt ��

∫ b

c
f(t)dt �� �!
��� 
[� �� c �� ��

][� �� ]��������]�3 	��� ��

� ��� ���!
���[��� �� c5 F[�� 	� ][� �� ]�����4

���]� ��� ���!��[	�� 
�!]!������3 	.���!��[	�

∫ b

a
f(t)dt ��� ���� N����������

�� �� 
��� @ ∫ b

a
f(t)dt =

∫ c

a
f(t)dt+

∫ b

c
f(t)dt

T�
[���� @ N.���!��[	� �� f ��� I �� \����� a �� b /��]	���� �� ��� �[�� I0
��� ]���������� �� �� ���	�
��� �� f ��� �.���!��[	� ]���������� ��� ]a, b[5 C����

�� f ��� ]������� ��� [a, b[ ��� 
��	����[\	� 
[� ]��������! �� b3

∫ b

a
f(x)dx ���

]����������5 Q� ��� [	��� ��� 	.���!��[	� ��� �[����
��� �

��
�� �� b5

)��
 0��2 ��� ���	������  

• U��� f ]������� 
[� 
��]�[�� ��� I �� \����� a �� b �� � �[	���� 
��������5∫ b

a
f(t)dt ��� ]���������� �� �� ���	�
��� �� �	 ������ �� 
���� c �� I ��	 ���

x →
∫ x

c
f(t)dt ��� \���!� /�� [	��� 
��� ���� 
���� d �� I3 x →

∫ x

d
f(t)dt

��� \���!�05

• U��� f ��� ���]���� ]������� ��� I �� \����� a �� b �� F ��� 
��
����� �� f

��� I5 C	���

∫ b

a
f(t)dt ��� ]���������� �� �� ���	�
��� �� F [ ��� 	�
��� �� a

�� �� b �� �� [ [	���

∫ b

a
f(t)dt = lim

b
F − lim

a
F .

T!��
! �� ]���� 7;

,( C��
������

• N.����
\	� ��� ���]����� ]�������� 
[� 
��]�[�� ��� I �.���!��[	� ]�����4

����� ��� �� ��
[]� ��]�����	 ��� 	����	 f →
∫ b

a
f(t)dt ��� 	��![���5

• N.���!��[	� ��� �� ���
��� �.��� ���]���� ]������� 
[� 
��]�[�� 
�������

��� 
�������5

• U� f �� g ���� ���� ���]����� ]�������� 
[� 
��]�[�� ��� �� ������[		� ��

\����� a �� b � �[	���� �!�		��3 �.���!��[	�� ]����������� ��� ]�� ������[		� ��

�!��+[�� f ≤ g3 [	���

∫ b

a
f ≤

∫ b

a
g5

• U��� f ]������� 
[� 
��]�[�� ��� �� ������[		� �� \����� a �� b �� �.���!��[	�

]���������� ��� ]�� ������[		�5 C	��� 
��� ���� �!�	 c ����]��
��� ]�

���

����� a �� b3

∫ c

a
f ��

∫ b

c
f ���� ]����������� ��

∫ b

a
f =

∫ c

a
f +

∫ b

c
f.

�

�

�

�

(
����0���
 �0� �0����� ��
��0����� @

U����� f �� g ���� ���]����� �� ]	[��� C 1
��� I �� \����� a �� b ��		�� ��� fg

[ ��� 	�
��� +��� �� a �� �� b5 N�� ���!��[	�� �� fg′ �� f ′g ��� I ���� �� 
"
�

�[���� �� �� ][� �� ]��������]�

∫ b

a
f(t)g′(t)dt = [fg]ba −

∫ b

a
f ′(t)g(t)dt.

�

�

�

�

.�����	� �� 2�0
��	�
� �� �0��01��� @

U� φ : ]α, β[ → ]a, b[ ��� ��� \���]���� ����]��
��� ]�����[��� �� ]	[��� C 1
3 ��

�� f : ]a, b[ → C ��� ]������� 
[� 
��]�[�� [	��� 	�� ���!��[	��

∫ b

a
f(t)dt ��

∫ β

α
(f ◦ φ)(u)φ′(u)du ���� �� 
"
� �[���� �� 	�� ���� ���!��[	�� ���� !�[	��

�� ][� �� ]��������]�5

E� �!��	�[� �.[�[
�� 	������ φ ��� �!]�����[��� @

U� φ : ]α, β[ → ]a, b[ ��� ��� \���]���� ����]��
��� �!]�����[��� �� ]	[��� C 1
3

�� �� f : ]a, b[ → C ��� ]������� 
[� 
��]�[�� [	��� 	�� ���!��[	��

∫ b

a
f(t)dt

∫ β

α
(f ◦φ)(u)φ′(u)du ���� �� 
"
� �[���� �� 	�� ���� ���!��[	�� ���� �

��!��

�� ][� �� ]��������]�5

9782340-073920_001_552.indd   159782340-073920_001_552.indd   15 08/09/2022   15:1208/09/2022   15:12



7< EJCRKVTG 75 KPV�ITCNGU I�P�TCNKU�GU

'''� &�
2���
� �
����01���

*( =�����L	�� LM��	�
��� N�����������

$��
����
�  Q� ��� ��� �3 ]������� 
[� 
��]�[�� ��� K3 [ ��� ������L	�

LM��	�
��� N���������� �� 	.���!��[	� �� 	[ ���]���� |f | ��� I ��� ]�����4

�����5

W�� ���]���� f ��� ���� ������LM	� ��� I �� �		� ��� ]������� 
[� 
��]�[�� ���

I �� ��� ���!��[	� ��� I ��� [\��	�
��� ]����������5 N.���!��[	� �� f ��� I ���

[	��� ���!

∫

I
f ��

∫

I
f(t)dt5

U� I = [a, b[ /���
�]����
��� ]a, b]03 f ��� ���� [���� ���!��[\	� �� b /���
�]����4


��� �� a05

T�
[���� @ R��� ��� ���]���� � �[	���� �!�		�� �� ����� ]����[��3 	.[\��	��

]��������]� �� ��� ���!��[	� !����[�� � �[ ]��������]�5

�

�

�

�

.�����	�  U��� f ��� ���]���� ]������� 
[� 
��]�[�� ��� I �� \����� a ��

b �� �.���!��[	� [\��	�
��� ]���������� ��� I5 N.���!��[	�

∫ b

a
f ��� ]����������

�� �� [

∣∣∣∣
∫ b

a
f(t)dt

∣∣∣∣ ≤
∫ b

a
|f(t)|dt5

G��

	� @ N.���!��[	�

∫ +∞

0

sin t

t
dt ��� ]���������� 
[�� 
[� [\��	�
��� ]�����4

�����5 C���� 	[ ���]���� t → sin t

t
�.��� 
[� ���!��[\	� ��� ]0,+∞[ 
[�� ���

���!��[	� ��� ]0,+∞[ ��� ]���������� / N[ �!
�����[���� �� ]� �!��	�[� ���


��
��!� �� ����]�]� 
[�� 8705

T�
[���� @ 
[� 	� ��!�� 
� �� ]�[���
��� �� �[��[\	��3 �� φ ��� ��� \���]����

����]��
��� 
������� �� ]	[��� C 1
�� I �[�� J 3 �� �� f : J → C ��� ]�������

[	��� u → f ◦φ)(u)φ′(u) ��� ���!��[\	� ��� I �� �� ���	�
��� �� f ��� ���!��[\	�

��� J 5

+���������  

• N.����
\	� L1(I,K) ��� ���]����� ���!��[\	�� ��� I � �[	���� �[�� K ��� ��

��
[]� ��]�����	5

• U� f ��� ��� ���]���� ]������� ���!��[\	� �� 
������� ��� I ��		� ���

∫

I
f = 03

[	��� f ��� 	[ ���]���� ��		� ��� I5

T!��
! �� ]���� 7=

+( E�	L����� �� N�

L�L���� 3�

�

�

�

.�����	�  

R��� f �� g ���]����� ]�������� 
[� 
��]�[�� ��� [a, b[ [��] b �!�	 �� !�[	 �

+∞ @

• �� f(x) =
x→b

O (g(x))3 [	��� 	.���!��[\�	��! �� g �� b �

	���� ]�		� �� f 5

• �� f(x) ∼
x→b

g(x)3 [	��� 	.���!��[\�	��! �� f �� b ��� !����[	���� � ]�		� �� g5

E�

� �� f(x) =
x→b

o (g(x))3 [	��� f(x) =
x→b

O (g(x))3 	[ 
��
� �� ��� 
��
��!�!�


�!]!������ ����� @

• �� f(x) =
x→b

o (g(x))3 [	��� 	.���!��[\�	��! �� g �� b �

	���� ]�		� �� f 5

E�� ��	[����� ���� ������� ���	��!�� 
��� 
������ 	[ ]��������]� �� ���]�����

�� ����� ]����[��5

F� 
"
�3 
��� f �� g ���]����� ]�������� 
[� 
��]�[�� ��� ]a, b] @

• �� f(x) =
x→a

O (g(x))3 [	��� 	.���!��[\�	��! �� g �� a �

	���� ]�		� �� f 5

• �� f(x) ∼
x→a

g(x)3 [	��� 	.���!��[\�	��! �� f �� a ��� !����[	���� � ]�		� �� g5

,( :��N����� �� �������N�

N�� ��!�� 
�� �� ]�

[�[���� ���� ������� ���	��!� [��] 	�� ���]����� �� �!�!4

���]� ����[���� @

�

�

�

�

(
����0��� �� ,��	0

 @

t → 1

tα
[��] α ∈ R ��� ���!��[\	� �� +∞ �� �� ���	�
��� �� α > 15

t → 1

tα
[��] α ∈ R ��� ���!��[\	� �� 0+ �� �� ���	�
��� �� α < 15

C����� ���]����� �� �!�!���]� @�

�

�

�

.�����	�  t → �

−αt
[��] α ∈ R ��� ���!��[\	� �� +∞ �� �� ���	�
��� ��

α > 05
N[ ���]���� t → ln t ��� ���!��[\	� �� 0+5

+���������  

• x → f(x) ��� ���!��[\	� �� a+ �� �� ���	�
��� �� t → f(a+ t) ��� ���!��[\	�

�� 0+5

• x → f(x) ��� ���!��[\	� �� b− �� �� ���	�
��� �� t → f(b− t) ��� ���!��[\	�

�� 0+5

• x → 1

|x− a|α
��� ���!��[\	� �� a �� �� ���	�
��� �� α ��� ����]��
��� ���!�����

� 75

9782340-073920_001_552.indd   169782340-073920_001_552.indd   16 08/09/2022   15:1208/09/2022   15:12



7< EJCRKVTG 75 KPV�ITCNGU I�P�TCNKU�GU

'''� &�
2���
� �
����01���

*( =�����L	�� LM��	�
��� N�����������

$��
����
�  Q� ��� ��� �3 ]������� 
[� 
��]�[�� ��� K3 [ ��� ������L	�

LM��	�
��� N���������� �� 	.���!��[	� �� 	[ ���]���� |f | ��� I ��� ]�����4

�����5

W�� ���]���� f ��� ���� ������LM	� ��� I �� �		� ��� ]������� 
[� 
��]�[�� ���

I �� ��� ���!��[	� ��� I ��� [\��	�
��� ]����������5 N.���!��[	� �� f ��� I ���

[	��� ���!

∫

I
f ��

∫

I
f(t)dt5

U� I = [a, b[ /���
�]����
��� ]a, b]03 f ��� ���� [���� ���!��[\	� �� b /���
�]����4


��� �� a05

T�
[���� @ R��� ��� ���]���� � �[	���� �!�		�� �� ����� ]����[��3 	.[\��	��

]��������]� �� ��� ���!��[	� !����[�� � �[ ]��������]�5

�

�

�

�

.�����	�  U��� f ��� ���]���� ]������� 
[� 
��]�[�� ��� I �� \����� a ��

b �� �.���!��[	� [\��	�
��� ]���������� ��� I5 N.���!��[	�

∫ b

a
f ��� ]����������

�� �� [

∣∣∣∣
∫ b

a
f(t)dt

∣∣∣∣ ≤
∫ b

a
|f(t)|dt5

G��

	� @ N.���!��[	�

∫ +∞

0

sin t

t
dt ��� ]���������� 
[�� 
[� [\��	�
��� ]�����4

�����5 C���� 	[ ���]���� t → sin t

t
�.��� 
[� ���!��[\	� ��� ]0,+∞[ 
[�� ���

���!��[	� ��� ]0,+∞[ ��� ]���������� / N[ �!
�����[���� �� ]� �!��	�[� ���


��
��!� �� ����]�]� 
[�� 8705

T�
[���� @ 
[� 	� ��!�� 
� �� ]�[���
��� �� �[��[\	��3 �� φ ��� ��� \���]����

����]��
��� 
������� �� ]	[��� C 1
�� I �[�� J 3 �� �� f : J → C ��� ]�������

[	��� u → f ◦φ)(u)φ′(u) ��� ���!��[\	� ��� I �� �� ���	�
��� �� f ��� ���!��[\	�

��� J 5

+���������  

• N.����
\	� L1(I,K) ��� ���]����� ���!��[\	�� ��� I � �[	���� �[�� K ��� ��

��
[]� ��]�����	5

• U� f ��� ��� ���]���� ]������� ���!��[\	� �� 
������� ��� I ��		� ���

∫

I
f = 03

[	��� f ��� 	[ ���]���� ��		� ��� I5

T!��
! �� ]���� 7=

+( E�	L����� �� N�

L�L���� 3�

�

�

�

.�����	�  

R��� f �� g ���]����� ]�������� 
[� 
��]�[�� ��� [a, b[ [��] b �!�	 �� !�[	 �

+∞ @

• �� f(x) =
x→b

O (g(x))3 [	��� 	.���!��[\�	��! �� g �� b �

	���� ]�		� �� f 5

• �� f(x) ∼
x→b

g(x)3 [	��� 	.���!��[\�	��! �� f �� b ��� !����[	���� � ]�		� �� g5

E�

� �� f(x) =
x→b

o (g(x))3 [	��� f(x) =
x→b

O (g(x))3 	[ 
��
� �� ��� 
��
��!�!�


�!]!������ ����� @

• �� f(x) =
x→b

o (g(x))3 [	��� 	.���!��[\�	��! �� g �� b �

	���� ]�		� �� f 5

E�� ��	[����� ���� ������� ���	��!�� 
��� 
������ 	[ ]��������]� �� ���]�����

�� ����� ]����[��5

F� 
"
�3 
��� f �� g ���]����� ]�������� 
[� 
��]�[�� ��� ]a, b] @

• �� f(x) =
x→a

O (g(x))3 [	��� 	.���!��[\�	��! �� g �� a �

	���� ]�		� �� f 5

• �� f(x) ∼
x→a

g(x)3 [	��� 	.���!��[\�	��! �� f �� a ��� !����[	���� � ]�		� �� g5

,( :��N����� �� �������N�

N�� ��!�� 
�� �� ]�

[�[���� ���� ������� ���	��!� [��] 	�� ���]����� �� �!�!4

���]� ����[���� @

�

�

�

�

(
����0��� �� ,��	0

 @

t → 1

tα
[��] α ∈ R ��� ���!��[\	� �� +∞ �� �� ���	�
��� �� α > 15

t → 1

tα
[��] α ∈ R ��� ���!��[\	� �� 0+ �� �� ���	�
��� �� α < 15

C����� ���]����� �� �!�!���]� @�

�

�

�

.�����	�  t → �

−αt
[��] α ∈ R ��� ���!��[\	� �� +∞ �� �� ���	�
��� ��

α > 05
N[ ���]���� t → ln t ��� ���!��[\	� �� 0+5

+���������  

• x → f(x) ��� ���!��[\	� �� a+ �� �� ���	�
��� �� t → f(a+ t) ��� ���!��[\	�

�� 0+5

• x → f(x) ��� ���!��[\	� �� b− �� �� ���	�
��� �� t → f(b− t) ��� ���!��[\	�

�� 0+5

• x → 1

|x− a|α
��� ���!��[\	� �� a �� �� ���	�
��� �� α ��� ����]��
��� ���!�����

� 75

9782340-073920_001_552.indd   179782340-073920_001_552.indd   17 08/09/2022   15:1208/09/2022   15:12



7> EJCRKVTG 75 KPV�ITCNGU I�P�TCNKU�GU

�� ���� � ��

 �� ����&$
���� 	��� &��
$��� ����
�� ��� &�����&��
 �� 	$�� ���

'� '
����0��� ��� �
 ���	�
�

!$ &����&
��� �� &�� ����&�&�� &�����&� �� 	$�� 8:5

9���N�N� *( /I��� 	L ��	�����0

U��� f ��� ���]���� 
������� ]������� 
[� 
��]�[�� ��� [a, b] �� �.���!��[	�

��		�5 R������ ��� ]���� ���]���� ��� ��		� �[�� �� �� ��
\�� +�� �� 
�����5

9���N�N� +( /I��� 	L ��	�����0

U��� f ��� [

	�][���� ]������� �� [a, b] �[�� R �� C ��		� ���

|
∫ b

a
f(t)dt| =

∫ b

a
|f(t)|dt .

*( N������ f ��� � �[	���� �!�		��3 
������ ��� f ��� �� ����� ]����[��5

+( F��!�[�[�� f ��� � �[	���� ]�

	����5 F[�� ]���� �������� 3 �� ��

��� ��


	�� ���

∫ b

a
Im(f(t)) dt = 05 O������ ��� f ��� � �[	���� �!�		��5

,( O������ ��� �� f ��� � �[	���� ]�

	����3 �	 ������ �� �!�	 θ ��	 ���

f = eiθ|f | .

9���N�N� ,( /I��� 	L ��	�����0

U����� f �� g ���� [

	�][����� �� S = [a, b] �[�� R ]�������� ��		�� ��� f ���


�������5

*( H��
�	� �� 	[ 
������ �!�!�[	��!� @ �!
������ ��.�	 ������ �� !	!
��� c ��

S ��	 ��� ∫ b

a
f(t)g(t) dt = g(c)

∫ b

a
f(t) dt .

+( X!��+�� ��� �� f �� �.[���	� 
[�3 c ∈ ]a, b[5

,( C

	�][���� @ U��� g ]������� [� ������[�� �� 05 F!���
����

lim
x→0+

1

x2

∫ x

0
tg(t) dt .

G���]�]�� 7?

-( U��� f ��� ���]���� ]�����[��� �� ]	[��� C 1
��� S � �[	���� �!�		�� �� φ ���

���]���� ]������� ��� S � �[	���� �!�		��5 O������ 	.�������]� �.�� �!�	 c �� S
��	 ��� @ ∫ b

a
fφ = f(a)

∫ c

a
φ+ f(b)

∫ b

c
φ .

9���N�N� -( /I��� 	L ��	�����0

*( U����� (an)n≥0 ��� ����� �!�		�3 f �� ]	[��� C 1
��� R+

�� x �� �!�	 ����]��4


��� 
������ A 
������ ���

∑
n≤x

anf(n) =
∑
n≤x

anf(x)−
∫ x

0
(
∑
n≤t

an)f
′(t)dt .

+( Q� �!����� 
[� P 	.����
\	� ��� ��
\��� 
��
���� ��3 
��� x ����]��
���


������3 
[� π(x) 	� ��
\�� �� ��
\��� 
��
���� ���!������ �� !�[�� � x5 Q�

[�
�� ��� π(x) ∼
x→∞

x

lnx
5

$L% G�
��
��

∑
p∈P∩[0,x]

ln p � 	.[��� �.��� ���!��[	�5

$M% R������ ��� 	�� ���!��[	��

∫ x

√
x

π(t)

t
dt ��

∫ x

√
x

dt

ln t
���� !����[	����� [�

������[�� �� +∞5

$N% R������ ���

∑
p∈P∩[0,x]

ln p ∼
x→∞

x .

''� #�
�����
2� �� 20�2�� ���
����0��� ��
��0������

!$ &����&
��� �� &�� ����&�&�� &�����&� �� 	$�� 965

N[ ]��������]� ��� ���!��[	�� �� D����[�� �� 	[ ���
�

∫ +∞

1

dt

ta lnb t
�.!�[��


[� [� 
����[

� �� RE3 �	 �[�� 	�� ]�

[��� � ��� ���!��[	�� �� T��
[��5

R��� 	[ ]�	���� �!�!�[	�3 ]���� ���!��[	� ]������� �� �� ���	�
��� �� a > 1 ��

a = 1 �� b > 15

9���N�N� .( /I��� 	L ��	�����0

U��� 	[ ���]���� x → lnx

x2 − 1
5

*( F����� ��� ��
[��� �� �!+������ �� 
������ ��.�		� ��� 
��	����[\	� ��

��� ���]���� f ]������� ��� R∗
+5

+( N.���!��[	�

∫ +∞

0
f(x)dx ���4�		� ]���������� B

9782340-073920_001_552.indd   189782340-073920_001_552.indd   18 08/09/2022   15:1208/09/2022   15:12


