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Chapitre XI

Le produit tensoriel

Avec la structure de groupe, la structure d’algébre est 1'une des plus fécondes en
Mathématiques. L’étude des algebres et des modules sur les algebres constitue la
théorie des représentations. Nous aborderons cette théorie plus loin, essentiellement
avec des algebres de dimension finie sur un corps commutatif.

Le présent chapitre est consacré & l'opération de base indispensable en théorie des
représentations et des modules : le produit tensoriel. Il nous a paru intéressant de don-
ner, en début de chapitre, des preuves élémentaires (n’utilisant pas I’algébre extérieure)
des propriétés de dimension des modules libres sur un anneau commutatif, ainsi que
quelques développements plus poussés qu’au tome 1 sur les modules (avec anneau de
base non nécessairement commutatif) et les algebres.
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XI.1 Dimension des modules sur un anneau com-
mutatif

Dans tout ce paragraphe, nous noterons A un anneau commutatif non nul fixé. Notre
but est ici d’étendre aux A-modules (introduits au chap. II) certaines des propriétés
familieres de la dimension des espaces vectoriels. On y parvient de facon élémentaire
grace a la théorie des déterminants, en étudiant les systémes d’équations linéaires sur
A.

Soit n € N*. On sait que le groupe GL(n, A) des n-matrices carrées inversibles sur
A est Pensemble des M € M,(A) telles que det(M) € U(A). (Voir par exemple [1],
chapitre XIII et XIV). Si M € GL(n, A), son inverse M~! est donnée par

1~
-1 —
M = __det(M)M (XL1)

ou M désigne la matrice complémentaire de M (i.e. la transposée de la matrice des
cofacteurs).

Dans ce qui suit, nous appellerons systéme d’équations linéaires sur A (en abrégé :
systéme linéaire sur A) toute équation de la forme :

(L) MX =b,

oun €N, pe N, Mecm,,(A) et b € M, 1(A) sont donnés, ot X € M, 1(A) est
I'inconnue, et ou M A désigne le produit matriciel. Selon la terminologie habituelle,
M est appelée la matrice du systéme, b le second membre; les coefficients de X sont
appelés les inconnues, il y a donc p inconnues. Les équations scalaires obtenues en
prenant les lignes de (L) sont appelées les équations du systéme, il y en a donc n.

Le systeme est dit homogéne ssi b = 0; si b est quelconque, le systeme (L) obtenu
en remplagant b par 0 dans (L) est appelé le systéme homogéne associé a (L).
Pour tout systeme linéaire (A) sur A, notons Sp Pensemble de ses solutions. Si (A)
est homogene, il est clair que Sy est un sous A-module du A-module AV = Al ]l, ou
N = nombre d’inconnues de S,. Sinon, pour tout élément X, de Sy, il est clair que
Sa=A0+ Sy ={X+)Y }yeng, mais attention, il n’est alors pas exclu que S, soit
vide !

Le systeme (L) est dit de Cramer ssi ln =pet M € GL(n, A) | ; dans ce cas, (L) ad-

met une unique solution, qui est X = M~'b, formule qui est équivalente aux suivantes,
dites de Cramer :

X ='[zy,...,2,], avec pour i € [1,n] :
{ z; = (det(M))~1 det(M;), (X1.2)
ou M; € M,(A) est définie par ses colonnes T'y,...,T, données, en notant Cy,...,C,

les colonnes de M, par: I'; =C;sij#1¢,I';=b.
La propriété suivante, tres utile, a déja été exploitée dans un cas particulier au § IV .4 :

PROPOSITION XI.1 Soit X =t[zy,...,z,] une solution du systéme (L), ou l’on a
supposé n =p et b =0. Alors z;det(M) = 0 pour tout i € [1,n].

Démonstration _

Posons A = det(M) et M = matrice complémentaire de M. On sait que
MM = Al (o I, = matrice unité dans 9,(A)).
Dot : MMX = (AL)X =0 = *[Az,,...,Az,], dott Az; =0 pour tout ¢. O
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Bases et applications A-linéaires

Rappelons quun A-module M est dit lzbre ssi il admet au moins une base; il sera

dit libre de type fini ssi il admet au moins une base finie. Si M est nul, il admet une
unique base, qui est la famille vide d’éléments de M.
On conviendra que le module nul est libre de type fini. Rappelons que pour toute
famille libre (e;)ier d’'un A-module M, 'application I — M, i — e; est injective,
d’otr card(l) = card({e;}ier) (fini ou infini). En particulier, le cardinal, fini ou infini,
d’une éventuelle base de M, est bien défini, ce qui pose la question de 'indépendance
de ce cardinal relativement au choix de la base. Une des plus importantes propriétés
des bases est la suivante, qui se démontre exactement comme dans le cas des espaces
vectoriels :

PROPOSITION XI.2 Soit M un A-module libre non nul, et B = (e;)icr une base
de M. Pour tout A-module N, et pour toute famille (f;)ic; d’éléments de N, il existe
un élément et un seul ¢ de Homy(M,N) tel que p(e;) = f; pour tout 1 € I. Cet
élément ¢ est injectif ssi la famille (f;)ier est libre, est surjectif ssi la famille (f;)ier
engendre le A-module N, et est bijectif ssi (fi)iecr est une base de N.

(On dit que ¢ est obtenu en prolongeant par A-linéarité les relations p(e;) = f;).

En particulier, soit I un ensemble non vide, et soit C = (e;);es la base canonique du
A-module AD). En prenant M = AU) et B = C dans la proposition XI.2, on voit qu’un
A-module admet une base indezée par I ssi il est isomorphe @ AU, Lorsque I = [1,n]
avec n € N*, on a : A) = A" la structure de A-module de A(Y) s’identifiant alors a
la structure de A-module produit de A x A x ... x A, ou A est muni de sa structure

n fois
naturelle de A-module.

De ce qui précede, il ressort qu'un A-module non nul M est libre de type fini ssi il
existe n € N* tel que M soit isomorphe a A™.

Modules libres de type fini

Soit M, N, P trois A-modules non nuls libres de type fini, munis de bases respectives

B = (e1,.--s€n), C = (f1,---,fp), D = (91,...,9,). A toute application A-linéaire

@ : M — N, est associée une unique matrice M = [mi'j] € M, ,(A), que nous
1<i<p :

1<j<n
noterons M = Mat B,C(‘P)’ et qui est caractérisée par les relations (V5 € [1,n]) o(e;) =

Zmu fi- (La justification de cette assertion découle de la Proposition XI.2). On

v01t aisément que l'application Homs(M,N) — o, .(A), ¢ — Math(cp) est un
isomorphisme de A-modules, et que pour tous ¢ € Homy(M,N) et ¢ € HornA(N P),
ona:

Matp p(¥ 0 ¢) = Mate p(4) x Matg ¢ (), (XL3)

la commutathte de A jouant le rdle essentiel dans I’établissement de (X1.3).

SI:IJ“Z:U e,GMety—Zy]fJEN(ou(;cl, L&) € A et (31, ...,7,) € AP),

i=1
en posant X' = ‘[zy,...,z,] et y ‘915 -+, Yn], on voit immédiatement que

Pour toute ¢ € Homy(M,N), avec M = MatBC(‘P) les relations |
y = ¢(z) et Y = MX sont équivalentes, (XL.4)
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cette équivalence (XI.4) est le lien principal entre la théorie des A-modules et celle des
systémes linéaires sur A.

Pour ¢ € Homs(M), on notera Matg(y) au lieu de Matg g(). Ce qui précede
montre alors que I'application Homg(M) — M, (A), ¢ — Matg(p) est un isomor-
phisme de A-algébres. Cet isomorphisme induit un isomorphisme du groupe GL4(M)
des automorphismes du A-module M sur le groupe GL(n, A).

PROPOSITION X.1 Soit n € N* et M = [m;;] € M,(A). Notons u I’élément de
Homy(A") de matrice M dans la base canonique C = (ey,...,e,) du A-module A™. Les
siz propriétés suivantes sont équivalentes :

(I) M € GL(n, A);
(II) M est inversible a droite ou inversible @ gauche dans M, (A);
(II) u est surjectif;

(IV) pour tout second membre b € M, 1(A), le systéme linéaire MX = b sur A admet
une solution au moins

(V) u est bijectif;

(VI) pour tout b € M, 1(A), le systéme linéaire MX = b sur A admet une solution
unique.

Démonstration

Les équivalences (I1I) & (IV) et (V) & (VI) découlent de (X1.4). L’équivalence
(I) & (V) vient du fait que ¢ +— Matg(yp) définit un isomorphisme de A-algebres de
Homy(A™) sur GL(n, A). Les implications (I) = (II) et (V) = (I1I) sont évidentes.
Il reste & prouver les implications (I1) = (I) et (I11) = (II).

o Implication (IT) = (1) :
si N € m,(A) vérifie MN = I, ou NM = I,,, en prenant les déterminants on en
déduit 1 = det(l,,) = det(M)xdet(N), d’ou det(M) € U(A),d’ou M € GL(n, A).
Ce qui prouve : (II) = (I).

e Implication (I11) = (II) :
Supposons donc u surjectif. Pour chaque j € [1,n], soit. V; = > vije; € A" tel

=1
que u(V;) = e;. Notons N la matrice [v,-j]{ \<i<n (N € m,(A)).
1<j<n

Alors pour tout j € [1,n] :
n

n n n n
€; = u(V,) = Zv,-ju(e,-) = Ev;j (Z mkiek) = Z (Z mk,-v,-j> €k, d’ou par
1=1 =1 k=1 k=1 \i=1

identification immédiate M N = I,,. Ce qui prouve bien : (I1I) = (II) O

La proposition X.1 permet d’établir le théoreme de la dimension () pour les A-modules
libres de type fini (c’est-a-dire admettant au moins une base finie) :

THEOREME X.1 Soit M un A-module non nul libre de type fini. Toutes les bases

de M sont finies et ont méme cardinal.

!Dans un autre contexte (modules de type fini sur un anneau noethérien), le mot dimension peut
avoir un autre sens : dimension de Krull [000]. Cette notion n’étant pas utilisée dans le présent livre,
la dimension (on dit aussi le rang) s’entendra toujours selon la définition XI.1 ci-dessous.
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Démonstration

a) Montrons d’abord que toute base de M est finie. Soit B = (ey,...,e,) une base
finie de M. Si G désigne une partie génératrice de M, du fait que chaque e; est
combinaison A-linéaire d’un nombre fini d’éléments de G, on déduit qu’il existe
une partie finie G’ de G qui engendre M. Donc si C = (f;)er est une autre base
de M, on a une partie finie J de I telle que (f;)ier engendre M, ce qui force
J = I et donc la base C est aussi finie.

b) Pour voir que toutes les bases de M ont méme cardinal, il suffit de prouver que
si on a deux entiers p, ¢ avec 1 < p < ¢ et un isomorphisme de A-modules
@ : AP — A9 alors p = ¢. S’ en est ainsi, soit w : A? — AP la projection
naturelle (zy,...,2,) — (21,...,z,) : elle est A-linéaire surjective, de noyau
isomorphe a A?7?; donc w est bijective ssi p = ¢. Or wop : AP — AP est
surjective, donc est bijective a cause de la proposition XI.3. A fortiori w est
injective, ce qui entraine p = ¢q. O

On peut donc poser :

DEFINITION XI.1 On appelle dimension, ou encore rang, d’un A-module M non
nul libre de type fini, 'unique entier n € N* tel que M soit isomorphe a A", i.e. tel
que toute base de M ait n éléments. On notera n = dimy(M) = rang,(M).

On complete cette définition en attribuant la dimension 0 au module nul. Si A est un
corps commutatif K, on retrouve évidemment la notion bien connue de dimension d’un
K-espace vectoriel. Cependant les agréables propriétés de cette derniére ne s’étendent
pas toutes, loin s’en faut, a la dimension des A-modules lorsque A est quelconque. Les
difficultés majeures viennent de ce que d’une part, un sous-module A’ d’un A-module
M libre de type fini n’est méme pas libre en général; et que d’autre part, méme si
N est libre, il n’admet pas en général de sous-module supplémentaire dans M, ce qui
interdit tous les théoremes gravitant autour du théoréeme de la base incomplete des
espaces vectoriels.

Nous nous bornerons ci-apres a donner quelques propriétés élémentaires de la dimension
des A-modules libres.

Tout d’abord, pour tous entiers n € N et p € N, on a un isomorphisme évident de
A-modules A™ x AP 5 A"+P_ d’ou l'on déduit :

PROPOSITION XI.4 Si M et N sont deur A-modules libres de type fini, M x N'

l’est ausst, et on a :

Une conséquence évidente est que si M est un A-module, et si Ny,...,N,, sont des

sous A-modules de M tels que M = EB./\/ ;, avec chaque N; libre de type fini, alors

i=1
M est libre de type fini et on a : dimg(M) = dima(N;).
=1

Pour aller plus loin, nous utiliserons les sous-matrices et les mineurs d’une matrice (voir
par exemple [1], chapitre XI). Si M = [m; ;] € M, ,(A) (olt n > 1, p > 1), pour toutes
parties I = {t1,...,i,} de [1,n] et J = {j1,...,jp} de [l,p) ot 1 <4, <...<iy <n
et 1 <j; <...<jg < p, nous noterons My j(M) la sous-matrice [m;, j,] . de

M, et lorsque o = 3, nous noterons Ay (M) = det (M (M)), ce mineur, dit d’ordre
a, étant appelé le (I, J)-mineur de M. On convient que : Agg(M) = 14. C’est 'unique
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mineur d’ordre 0 de M. Nous noterons aussi o(M) le plus grand des entiers v > 0 tels
que pour tout a € A\{0}, il existe un mineur A d’ordre v de M tel que Aa # 0. Cet
entier o(M) est bien défini, puisque 1’'unique mineur d’ordre 0 de M vaut 1, et que
1 X a =a # 0 pour tout a € A\{0}. On a p(M) < Min(n, p) et lorsque A est un corps
commutatif, il est clair que o(M) n’est autre que le classique rang de M.

THEOREME XI1.2 (Mac Coy)
Soit M = [mi] € Mapl(A) (0 € N, p € N°); notons o = p(M). Supposons ¢ < p.
Alors le systéme linéaire MX =0 admet une solution X € M, ;(A)\{0}.

Démonstration
a) Casou p=n.

Par définition de p, il existe alors un mineur A d’ordre n de M qui est # 0.
On peut supposer que A = Ap (M) # 0. Pour i € [1,n + 1], notons
D; = Ap gty (M), d’ott Dyyy = A. Posons z; = (=1)*'D;sii € [1,n+1],
z;=0sii<peti>n+1,etsoit X ="*z;...,z,]. Onabien X € M,,(A4)\{0}.

P n+1
De plus pout tout 7 € [1,n], il est clair que Pélément & = > m;jz; = Y m;;z;

7=1 j=1

est le développement par rapport a sa premiére ligne d’un déterminant ayant
deux lignes égales, (de fagon précise le déterminant de la matrice carrée d’ordre
n+1 ayant pour 1-ere ligne la i-ieme de My n) 1,n41](M), et ayant ses n derniéres
lignes égales a celles de M n],f1,n41)(M)), d’ott §; = 0. Cela prouve que MX = 0.

b) Cas ou g < n.
Par définition de g, on a un élément a € A\{0} tel que aD = 0 pour tout mineur
D d’ordre p + 1 de M. On peut alors choisir un mineur A = Ay ;(M) d’ordre
o de M tel que aA # 0. Soit H une partie & ¢ + 1 éléments de [1, p] contenant

J. Ecrivons : H = {j1...,Jp+1}, 00 J1 < ... < Jo41. Définissons des suites

(z1,...,2,) € AP et (z1,...,2p) € AP ainsi : ox = az; pour 1 < k < p, et
si k¢ H

Z =

(—1)a+1A[,H\{k}(M) si k=j,€H "’

Alors (z1,...,2,) # (0,...,0), car si £ désigne I’élément de H tel que H\{¢} = J,
on a xy = az = eal avec € € {—14,14}, d’out z; # 0.

Montrons que X = [z1,...,,] vérifie MX =0 : pour i € [1,n], 'élément ¢; =

P
Z m; ;x; de A vaut an;, ol 7); est le coefficient de la i-eme ligne de M [z, .. ., z,).
Jj=1
o+1
Mais 7; = Y mij,(—=1)*T A p\(ja)(M) est le développement par rapport a la

premiere ligane1 du déterminant de la matrice N; carrée d’ordre g + 1 dont la lere
ligne est (mq,,...,m;;,,,) et dont les autres lignes sont celles de M y(M). Si
t € I, N; a deux lignes égales, d’ou n; = 0; et si ¢ € I, n; est un mineur d’ordre
¢+ 1de M, d’ou an; = 0. D’ou toujours n; = 0, ce qui signifie que MX = 0. O

COROLLAIRE XI.1 Soit deuz entiers n et p avec 0 < n < p. Il n’existe aucune
application A-linéaire injective de AP dans A™.

COROLLAIRE XI.2 Soit n € N* et soit M € M,(A). Pour que le systéme linéaire
MX =0 admette une solution X € M, 1(A)\{0}, il faut et il suffit que det(M) soit un
diviseur de 0 dans A.

Démonstration
La condition est nécessaire en vertu de la Proposition XI.1. Elle est suffisante en
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vertu du Théoreme XI.2 car det(M) est diviseur de 0 dans A ssi p(M) <n. O

Revenons maintenant a la dimension des A-modules.

PROPOSITION XI1.5 Soit M un A-module de type fini, engendré par N éléments
(N >1). Alors M n’admet aucune famille libre ¢ N + 1 éléments.

Démonstration

Par hypothese, on a une application A linéaire surjective @ : AN — M. Sup-
posons que M admette une famille libre & N + 1 termes. On en déduirait une injec-
tion A-linéaire o : ANt — M. Soit (ey,...,en41) la base canonique de AN+, Pour
1 <n < N+1, choisissons a, € AV tel que @w(a,) = ¢(e,). Soit ¥ € Homa(ANt1, AN)
défini par ¥(e,) = a, pour 1 <n < N+1. Alors ¢ = wo, et puisque ¢ est injective,
a fortiori ¢ est injective, ce qui contredit le Théoréme XI.2. Cette contradiction acheve
la démonstration. O

Nous allons maintenant affiner le Théoreme XI.1 :

THEOREME XI1.3 Soit M et N deuz A-modules libres de type fini et soit
(NS HomA(M, N)
a) Si ¢ est surjective, alors dima(N) < dimg(M);

b) sip est injective, alors dimg(N) > dimy(M).

Démonstration
Notons m = dima(M), n = dimg(N). 1l suffit d’envisager le cas ot m > 1 et
n > 1, et on se ramene alors au cas ot M = A™ et N = A™.

a) Supposons ¢ surjective et n > m. Soit w : A® — A™ la projection naturelle
(Z1y. . y2n) = (T1,...,Tm). Alors wo ¢ € Homy(A™) et @ o ¢ est surjective,
donc bijective d’apres la Proposition XI.3. Donc w est injective, d’ou n = m.
Donc on ne peut avoir que n < m.

b) Cette assertion est conséquence immédiate du Corollaire XI.1 du Théoréme XI.2.
a

COROLLAIRE XI.3 Soit n € N*, et soit M un A-module de type fini engendré
par p éléments, avec p < n. Toute application A-linéaire ¢ : M — A"™ surjective est
bijective. (Donc s’il existe une telle application, M est libre de type fini, de rang n).

Démonstration

Par hypothése, on a une application A-linéaire surjective f : AP — M; soit ¢ :
M — A" une application A-linéaire surjective. Alors p o f : AP — A™ est A-linéaire
surjective, donc n < p d’aprés le Théoréeme XI1.3; donc n = p. Et puisque ¢ o f est
surjective, elle est maintenant bijective (cf. Proposition XI.3); donc f est injective, et
en fin de compte f est bijective, donc M est libre de type fini, de rang n; et puisque
o est surjective, elle est maintenant bijective (Proposition XI.3). |

THEOREME XI1.4 Soit I et J deuz ensembles infinis, et soit M et N deur A-
modules libres admettant respectivement des bases (e;)ier €t (fj)jes indexés par I et J.
Donnons-nous ¢ € Homy(M,N)

a) si @ est surjective, alors card(J) < card([)

b) si ¢ est injective, alors card(I) < card(J)
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¢) En conséquence, si ¢ est un isomorphisme, on a card(I) = card(J).

Démonstration

L’assertion ¢) découle évidemment de a) et b).
Assertion a)
Pour chaque ¢ € I, notons ¢(e;) = Y Ajifj, avec des \os € A, et soit Ty = {j €

jeJ

J|Aji # 0}. Chaque T; est un ensemi)ele fini. Posons A = U;T;, on a donc A C J,
card(A) < card(I), et 'image de ¢ est contenue dans le sous A-module de N/ engendré
par {f;}jea. Puisque ¢ est surjective, cela force A = J, donc card(J) < card(I).

Assertion b)
Pour toute partie finie T' de J, notons N7 le sous-A-module de A engendré par { f;}jer
et s(T) la partie {z € I|p(e;) € N7} de I. Puisque ¢ est injective, le corollaire XI.1 du
Théoreme XI.2 montre que s(T') est fini, de cardinal < card(T). On a donc défini une
application s : F(J) — F(I), ou F(I) et F(J) désignent respectivement 1’ensemble
des parties finies de I et de J; il est clair que s est croissante lorsqu’on ordonne F([I)
et F(J) par inclusion.

Pour chaque ¢ € I, définissons T; € F(J) comme on I'a fait en a) ci-dessus. Soit
H € F(I). L’ensemble T' = U;cgyT; appartient a F(J), et vérifie H C s(T'). Notons 7
la partie de F(I) image de s. D’apres ce qu’on vient de voir, si, pour L € Z, on note
&1 Vensemble des H € F(I) tels que H C L, on a N, 7 = F(I). Comme chaque
&1 est fini, on en déduit card(Z) = card(F(I)) = card(I). Mais puisque Z = Im(s), on
a aussi card(Z) < card(F(J)) = card(J). En définitive card(I) < card(J). O

En raison du Théoreme XI1.4, on peut définir la dimension d’un A-module libre M
qui n’est pas du type fini : c’est le cardinal (infini) commun & toutes les bases de M.
(Cela s’applique en particulier aux espaces vectoriels de dimension infinie).

Nous conclurons ce paragraphe en insistant sur le fait que tous les résultats qu’il
contient dépendent essentiellement de la commutativité de ’anneau de base A. La
notion de A-module sera étendue ci-aprés au cas d’anneaux de base non commutatifs,
et on perd alors la plupart des propriétés de la dimension vues ci-dessus; notamment
le Théoréme XI.1 ne peut en général étre étendu au cas ou A n’est pas commutatif.

XI1.2 Modules et algebres : généralités

Modules

Soit A un anneau (non nécessairement commutatif). Par définition, un A-module
@ gauche est un groupe abélien M (que ’on note additivement) muni d’une loi externe
AxM — M, () z) — Az vérifiant les axiomes (M1), (M2), et (M3) énoncés au début
du chapitre (II) :

(M1) Pour tout A\ € A, l'application M — M, = — Az est un endomorphisme du
groupe M; 4

(M2) (Vz € M) 14.2 = x;
(M3) V(A p,z) € AX Ax M, X(pz) = (Ap).z .

On définit de méme un A-module d droite : c’est un groupe abélien (M, +) doté d’une
loi externe M x A — M, (z, ) — z\ vérifiant les axiomes (M), (M), (M3) ci-apres :





