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Chapitre 1

Introduction au déterminant

Dans ce livre, nous allons avoir besoin de calculer des intégrales. Pour effec-
tuer ces calculs, il est nécessaire de connaitre et de savoir calculer un détermi-
nant. Nous allons donc introduire la notion de déterminant dés a présent pour
pouvoir les utiliser dans la suite au moment opportun. Nous avons choisi de
présenter les déterminants non pas uniquement pour savoir les calculer mais
pour comprendre d’otl viennent les différentes régles de calculs des détermi-
nants. Nous allons commencer par rappeler quelques définitions dont on va se
servir trés souvent dans la suite. En particulier, nous rappelons la notion de
base canonique, la notion de produit scalaire euclidien et hermitien.

R2 = R x R est I'ensemble des couples de réels.

(a,b) € R2. En général, (a,b) # (b, a).

R3 =R x R x R est 'ensemble des triplets de réels.
(a,b,c) € R3.

R" =R xR x ... x R est I’ensemble des n-uplets de réels.

n facteurs
Exemple : (a1, a2, as, a4, as) € RS,
Les ensembles que nous utilisons le plus souvent sont : R, R%?, R3, C, C2, C3.
R™ est un espace vectoriel de dimension n.
Un vecteur @ de R (ou de C®) peut s’écrire @ = (11, T2, ..., Tp)-
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1.1  Quelques définitions

1.1.1 Définition de la base canonique R" (ou de C")

Vecteurs particuliers de R™ (ou de C™") :

a = (170707“'70)
e = (0,1,0,...,0)
6432 = (070717"'70)

On dit que (ef, €3, ..., &,) constitue une base de R® (ou de C®) et x1, 2, ..., Tp,
sont les composantes de & dans cette base.

Il existe d’autres bases de R™ (ou de C™) mais celle-1a est trés utile et est
appelée base canonique de R™ (ou de C").

1.1.2 Définition du produit scalaire

On définit un produit scalaire euclidien sur R™ de la maniére suivante :

n
st W = 210] + 2283 + 2368 + ... + Tl = Y ;)

=1
n
et si U = 1@l + 1208 + Y3 + .. + ynlh = Y _ vie;,

i=1
alors le produit scalaire euclidien de & par 7 est :
n
UV =< ulv >=T1Y1 + ToYs + o + TnYn = Z%yz
i=1
Remarque :

el =1x140x0+...40x0=1.
B3 =0x0+1x14+...40x0=1.

&5 =1x0+0x14+..40x0=0.
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lsii=j

0sii] ; 0; est appelé symbole de

Plus généralement, E).e_} = 0;j = {

Kronecker.

On dit que la base (ef, &3, ..., &,) est orthonormée ou orthonormale.

On définit un produit scalaire hermitien sur C" de la maniére suivante :

siﬁzm1a+x2@+$3§+ ....... +$ne_n>:ina>
i=1

n
et si U =yief + Y23 + y3€4 + ..oon. +ynaz>=zyie_z>7

=1
alors le produit scalaire hermitien de & par ¥ est :

n

UV =< ulv >= 2y + Thys + ... + Tiyn = g x;y;. x; désigne le nombre
i=1

complexe conjugué du nombre complexe x;.

On a de méme : < ef|ef >= d;;.

R™ est aussi un espace affine (ensemble de points) de dimension n sur R ;

de méme, C™ est aussi un espace affine de dimension n sur C (n nombres

complexes 21, 22, ..., Zp)-

Si O est un point quelconque de R™ (ou de C®) alors (O, e, €3, ...,&;) est
un repére orthonormé de R” (ou de C").

Si M est un point quelconque de R™ (ou de C"), les composantes du vec-
teur OM dans la base (ef,e3,...,&,) sont par définition les coordonnées du
point M dans le repére (O, ef, €3, ..., &,).

1.2 Application linéaire de R™ dans RP

C’est une application f de R™ dans RP telle que :

pour tout #{ € R®, pour tout w5 € R®, f(ut + ) = f(ut) + f(ub)
pour tout A € R, pour tout @ € R®, f(A\%) = A\ f().

Exemple : n =3, p =2,

f:R3 — R2

(z,y,2) — (22 — y,3z + 4z) on a par exemple :

F(4,5,6) = (2(4) — 5,3(4) + 4(6)) = (3,36).

Montrons que f est linéaire.



12 CHAPITRE 1. INTRODUCTION AU DETERMINANT

Pour tout @{ = (z1,y1,21) € R3, pour tout w4 = (w9,92, 22) € R3,
flat +@) [(z1,91,21) + (2,92, 22)]
[(x1 4 22,51 + 2, 21 + 22)]
= (2(z1 + 22) — (Y1 + y2), 3(x1 + 22) + 4(21 + 22))
= ((2 — ) (21’2 — yg), (3%1 + 42’1) + (31’2 + 4Z2))
= (2:L‘1 - Y1, 3r1 + 421) (21’2 — Y2, 3z + 422)
= f(z1,y1,21) + f(22, Y2, 22)
fad) + f(us).

Pour tout @ = (r,y,2) € R3, pour tout A € R,
fOW) = fIMz,y,2)] = fOAz, Ay, A\2) = 20z — Ay, 3Az + 4)2)
= (AN2x —y), A3z +42)) = A2z — y,3x + 4z)

donc f est une application linéaire de R3 dans R2.

1.3 Forme linéaire sur R"

C’est une application linéaire de R™ dans R.
Exemple : n = 3,

f:R3 —R.

(x,y,2) — 2x — 3y + 4z.

f(1,2,3) =2(1) — 3(2) + 4(3) = 8.

Remarque : I'ensemble des formes linéaires sur R™ est appelé le dual de
R"™ et est noté R™.

1.4 Forme bilinéaire sur R*

C’est une application f de R® x R® dans R qui & tout couple (o, 7) de
R™ x R™ fait correspondre le nombre réel f(,7') et qui est linéaire par rap-
port & W lorsque ¥ est fixé et linéaire par rapport & ¥ lorsque 7 est fixé.
U = (21,72, .., Tn), et T = (y1,Y2, ..., Yn), ON a pour tout @ € R®, pour tout
;} € Rn, pour tout @ € R™ et pour tout A € R,

@+, ®) = £(7, %) + f(d, D).

fONT,T) = M (T P).

Pour tout @ € R™, pour tout o E R™, pour tout 7 € R™, pour tout u € R,
[, + V) = (@, 7) + [(7, 0,
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f(@,w7) = pf(a, 7).

Exemple n = 2,

f:R2xR?Z R,

(@, 7) = ((x1,22), (Y1, y2)) — 2x151 — 32202.

Pour tout (7, 7) € R% x R2, pour tout (7,?) € R? x R?,

f(7 + 77 7) = f((x17x2) + (1'371‘/2)7 (ylayQ)) = f((xl + $/1,£L'2 + .1‘/2), (yla 92))
= 2(x1 +2))y1 — 3(x2 + xh)y2 = 221y1 + 22 y1 — 3x2y2 — 32hys
= 2r1Y1 — 3$2y21}- 2711 — 3w5y2

FO®, ) = f(A(z1,22), (1, 92)) = F((Az1, A2), (y1, y2))
=2(Az1)y1 — 3(Az2)y2 = A(2w1y1 — 3w032) = A\ (W, 7).

F@, T+ ) = fl(w1,22), (yl, y2) + (1, 15)) = f((z1,22), (y1 + ¥1, y2 + vb))
=2x1(y1,9)) — 2(%231/2) = 2x1y1 + 221y — 3x2y2 — 3w2Yy

f(ﬁv )\7) = f((x1,22), A1, 92)) = f((z1,22), (Ay1, Ay2))
= 2x1()\y1) — 3x2()\y2) = /\(2xly1 — 3x2y2) = Af(ﬁ, 7)

1.4.1 Forme bilinéaire symétrique sur R"

Une forme bilinéaire f sur R™ est symétrique lorsque :

f(7, @) = f(w&, ) pour tout @ € R®, pour tout ¥ € R™.
Exemple :

f(2,7) = f((z1,22), (y1,92)) = 22191 — 3202

F(T, ) = f((y1,92), (w1, 22)) = 2y121 — Byowa = f(W, 7).

1.4.2 Forme bilinéaire antisymétrique sur R"

Une forme bilinéaire f sur R™ est antisymétrique lorsque :

f(V, W)= —f(u, V) pour tout @ € R?, pour tout ¥ € R™.

Exemple : f(ﬁ, 7) = f((l’l, ZL'Q), (yl, yg)) = T1Y2 — T2Y1-

F(T, @) = f((y1,92), (21,22)) = Y122 — yow1 = —(T1y2 — 2291)
= —f(, ).
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1.5 Forme trilinéaire sur R*

C’est une application f de R® x R® x R® dans R qui & tout triplet (o, 7, @)
de R® x R® x R™ fait correspondre le nombre réel f(u, ¥, w) et qui est li-
néaire par rapport a chaque variable lorsque les deux autres sont fixées.

U = (21,02, 00y Tn)y, U = (Y1, Y25 o0 Yn) €6 W = (21, 22, ovy Zn).

On a donc pour tous o, v, w € R™ et pour tout A € R,

@+, @) = (7,7, 3) + f(d, T, D).

FOT, T, ) = M (T, T, ).

pour tous o, 7, ?, w € R™ et pour tout u € R,
PR+ W) = (7, )+ F( )
(T, 5o, W) = pf (W, 7, @).

pour tout 7, ,@),w € R" et pour tout v 6 R,
f(w, v, w+u')=f(w, 7, W)+ f(¥,V w)
f(@, 7, vw) =vf(w, 7, @)

w

<

1.5.1 Forme trilinéaire symétrique sur R

On rappelle qu'une permutation de @, ¥, W est une bijection! de {w, 7, W}
dans lui-méme; il y a 3! = 6 permutations en tout :

v —uU U—" U—T U—T UW—W U— W

v —7T vV—wW T—u V-—W V—T UV—

W —w W—T W—W W—U W-—u W—T

On écrit ces permutations :

paa
AT
TUW
TUWU
WU
WUV

1. Application : chaque élément de ’ensemble de départ a une image et une seule dans
I’ensemble d’arrivée ; si, de plus, chaque élément de I’ensemble d’arrivée a un antécédent et
un seul dans I’ensemble de départ, alors I'application est bijective. Application surjective :
application telle que chaque élément de l’ensemble de d’arrivée a au moins un antécédent
dans P'ensemble de départ. Application injective : application telle que chaque élément de
I’ensemble de d’arrivée a au plus un antécédent dans I’ensemble de départ.
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L’ensemble de ces permutations est noté o3 car il y a 3 vecteurs.
o désigne I'une quelconque des 6 permutations.
Une forme trilinéaire f est symétrique lorsque :

flo(@),0(),0(W)) = f(&,7,wW) pour tout o € o3, soit :
f(w, 7, @) = f(u, 7, ),
f(2,®,7) = f(7, 7, W),
[0, W, W) = f(, 7, W), ...

T n Z1
Exemple sur R4 : T2 , v Y2 , w 2

3 Y3 z3

T4 Y4 24

f(77 ?7 W) = T1Y1%1-

1.5.2 Forme trilinéaire antisymétrique sur R"

Une forme trilinéaire f sur R™ est antisymétrique lorsque :
flo(@),0(V),0(W)) =e(o)f(W,, W) pour tout o € o3.
e(o) désigne la signature de la permutation.

Si v, désigne le nombre d’inversions de o, alors (o) = (—1)".

Exemples :

lu—ul

2v— v 2

S3w—w3

aucune inversion : v, = 0 donc ¢(0) = (—1)? =1

lu—ul
29— w3
3w —v?2
une inversion : v, = 1 donc g(0) = (—1)! = —1

lu—0v2
2v—ul
3w — w3
une inversion : v, = 1 donc g(0) = (—1)! = —1

lu—wv2
2v—w3
3w—ul
deux inversions : v, = 2 donc g(0) = (—1)% = +1
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1.6 Forme p-linéaire sur R"

Plus généralement : on dit qu’'une forme est p-linéaire sur R" si elle est linéaire
par rapport & chaque variable lorsque les p — 1 autres sont fixées.

1.6.1 Forme p-linéaire symétrique sur R" (ou sur C")

Une forme p-linéaire sur R™ est symétrique si et seulement si :
f(ﬁa(l), 70(2), ...,70(},)) = f(uf,us, ..., up) pour tout o € op.

1.6.2 Forme p-linéaire antisymétrique sur R* (ou sur C")

Une forme p-linéaire sur R™ est antisymétrique si et seulement si :
f(ﬁg(l), 70(2), ...,ﬁg(p)) = e(o) f(uf, us, ..., wp) pour tout o € .

1.6.3 Forme p-linéaire alternée sur R" (ou sur C")

Une forme p-linéaire sur R™ est alternée sur R™ si quels que soient les vec-
teurs uf, U3, ..., u de R™, f(uf,us, ..., ) = 0 lorsque 2 au moins des vecteurs
ut, ub, ...,u_>p sont égaux.

Remarque importante :

Si f est p-linéaire alternée sur R™ (ou sur C") alors f est p-linéaire antisymé-
trique sur R™ (ou sur C").

Réciproquement, si f est p-linéaire antisymétrique sur R™ (ou sur C") alors
f est p-linéaire alternée sur R™ (ou sur C").





