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Chapitre XXIl
FRACTIONS RATIONNELLES, FONCTIONS ALGEBRIQUES

Soit K un corps commutatif. On appelle corps de fonctions algébriques sur K
toute extension algébrique finie d’un corps de fractions rationnelles en un nombre fini
d’indéterminées sur K . Ce chapitre est consacré & lintroduction des corps de ce type,
en essayant de dégager le concept de variables (relatives au corps de base K ), et le
calcul différentiel qui lui est associé. Dans le chapitre suivant, nous poursuivrons cette
étude dans le cas particulier d’une seule variable.

§ 22.1 Transcendance

Soit L un corps commutatif et K un sous-corps de L. Pour toute partie £ de L,
il existe un plus petit sous-corps de L contenant E: on I'appelle le sous-corps de L
engendré par E . Donc pour toute partie X de L, il existe un plus petit sous-corps de
L contenant K U X : on I’appelle I'extension de K engendrée par X dans L, etonla
note K(X) (si X est un singleton {z}, on écrira K(zx) au lieu de K({z})). Notant
K[X] la sous-K-algébre de L engendrée par X, il est clair que K(X) est le corps
des fractions de K [X] .

Définition 22.1.1

Dans les conditions ci-dessus, un sous-corps M de L est dit extension de type
fini de K ssi il est engendré sur K par une partie finie de L.

Soit A une sous-K-algebre de L ; rappelons que A est dite de type fini sur K ssi
elle est engendrée comme K-algébre par une partie finie de L, i.e. ssi elle est de la forme
A=K|[E] ol E est une partie finie de L. Lorsque la sous-K-algébre A est un corps,
si elle est de type fini sur K comme K-algebre, il est clair que c’est un sous-corps de
L de type fini sur K ; mais la réciproque est fausse: par exemplesi £ € L et si = est
transcendant sur K, le sous-corps K(z) de L est de type fini sur K mais n’est pas de
type fini sur K en tant que K-algebre () .

La proposition ci-aprés, bien que de démonstration évidente, mérite un énoncé:

Proposition 22.1.1

Soit K un sous-corps d’un corps commutatif L, soit X et Y deux partiesde L;
notons E=K(X) et F=E({Y). Alors F=K(XUY).

Soit & nouveau K un sous-corps d’un corps commutatif L. Soit A une sous-K-
algebre de type fini de L. Soit zi1,...,Z, dans L tels que A = K[zy,...,Zm]
(oW m € N* ). Notons Xj,...,X,, des indéterminées sur K, et désignons par
¢ : K[X1,...,Xmn] — L le morphisme de K-algébres qui envoie X, sur z; pour
tout i. Son image est donc A. Un probléme important est de déterminer les extensions
de ¢ en un morphisme de K-algébres & : R — L, ou R est une sous-K-algebre de
K(Xi,...,Xm). Il est clair qu’en général, il n’y aura pas de telle extension ¢ de ¢
lorsque R = K(Xj,...,Xm), car dans ce cas @ devrait étre injective, alors que les z, ne
sont pas forcément K-algébriquement indépendants. Les K-algébres R pour lesquelles
une telle extension existe jouent un role fondamental en théorie des extensions de corps,
il en sera question au chapitre suivant.

(1) Pour toute sous-K-algébre A de type finide L, ona Q€ K[z) \ {0} tel que A C K[z,Q"'].

L’assertion découle donc du fait que ’ensemble des polynomes en z a coefficients dans K irréductibles
et normalisés est infini.
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Rappelons que dans les présentes conditions, une suite (z1,...,z,) d’éléments de L
est dite K-algébriquement libre (ou encore: K-algébriquement indépendante), ssi le mor-
phisme ¢ ci-dessus est injectif, i.e. ssi le seul polynéme P € K[X,,...,X,,] tel que
P(zxy,...,Tm) =0 est le polynéme nul. S’il en est ainsi, le morphisme ¢ ci-dessus est un
isomorphisme, et de plus, il est clair que la suite (z1,...,%,,) est algébriquement libre
sur tout sous-corps de K . Lorsque m = 1, on retrouve la notion bien connue d’élément
transcendant sur K : dire que la suite (z;) est K-algébriquement libre équivaut & dire
que Vélément x; est transcendant sur K .

Soit toujours K un sous-corps d'un corps commutatif L, et soit X une partie de
L. On dit que X est une partie K-algébriquement libre (ou: algébriquement
libre sur K, ou K-algébriquement indépendante, ou encore algébriquement
indépendante sur K ), ssi toute suite finie injective (z1,...,%Tn) d’éléments de X est
K-algébriquement libre. La partie vide de L est considérée comme K-algébriquement
libre. Lorsque X est finie non vide, de cardinal m, elle est K-algébriquement libre
ssi il existe une bijection [1,m] — X, i — z, telle que la suite (zi,...,7,,) soit K-
algébriquement libre. Dans le cas général, il est immédiat que X est K-algébriquement
libre ssi toutes ses parties finies le sont, et que s’il en est ainsi, alors toute partie de X
est K-algébriquement libre.

De méme, une famille (a;)ic; d’éléments de L est dite K-algébriquement li-
bre (ou: algébriquement libre sur K, ou K-algébriquement indépendante,
ou encore algébriquement indépendante sur K ), ssi pour toute suite finie injec-
tive (i1,...,%m) d’éléments de L, la suite (a;,,...,a,,) est K-algébriquement libre.
Cette condition équivaut : I’application i — a, est injective et la partie {a;}icr de
L est K-algébriquement libre. Il est clair qu’une famille (a;),e; d’éléments de L
est K-algébriquement libre ssi pour toute permutation o € &y, la famille (a,(,))icr
est K-algébriquement libre. Le contraire de “ K-algébriquement libre ” se dit “ K-
algébriquement lié ” ou “ K-algébriquement dépendant ”.

Une partie X de L est K-algébriquement libre ssi la famille (z);ex (associée a
I'injection canonique x — x de X dans L) est K-algébriquement libre.

L’intérét de considérer des parties K-algébriquement libres est de pouvoir utiliser la
relation d’ordre inclusion sur I'ensemble des parties de L. Par exemple, il est clair que
toute partie d’une partie K-algébriquement libre est K-algébriquement libre.

Proposition 22.1.2

Soit K un sous-corps d’un corps commutatif L et X une partie K-algébriquement
libre de L. Il existe une partie algébriquement libre maximale B de L sur K telle
que X C B.

Démonstration:

Soit F l'ensemble, ordonné par l'inclusion, des parties K-algébriquement libres de
L contenant X; ona F # @, car X € F. Pour toute partie £ de F totalement
ordonnée, il est clair que l'ensemble Z = UyceY appartient & F. Donc ’ensemble
ordonné (F,C) est inductif. La proposition découle alors du théoreme de Zorn W

Proposition 22.1.3

Soit K un sous-corps d’un corps commutatif L, soit a € L et soit X une partie de
L. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes:

I a¢X et XU {a} est K-algébriquement libre.

(II) X est K-algébriquement libre et a est K(X)-transcendant.
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Démonstration:
Il n’y a rien & prouver si X est vide. Nous supposerons donc X # 0.

Supposons (I} vrai. Alors X est K-algébriquement libre. Montrons par 1’absurde
que a est K(X)-transcendant. Soit un polynéme P(T) = Y 7o cxT* € K(X)[T] tel
que P(a) =0 (la famille (cx) est donc & support fini). On a un entier m > 1 et une

suite injective (z1,...,Z,) d’éléments de X tels que ¢x € K(z1,...,Zm) pour tout
k. On posera cx = %f, avec up et vx éléments de K [z1,...,Zm] €t vp # 0, et

avec vx = 1 pour tout k assez grand. Posant Q(T) = ([Tjoo vk) P(T), il est clair
que Q(T) € (K[z1,...,Zm]) [T] et Q(a) =0. Soit Xj,..., X des indéterminées
sur K[T]. Comme (K[X,...,X;n])[T] s'identifie & K[Xl,...,Xm,T] , on a
®ec K[X1,...,Xm,T] tel que Q(a) = P(x1,...,Zm,a) = 0. Puisque (z1,...,Zm,q)
est une suite K-algébriquement libre, on en déduit que ¥(Xi,...,Xn,T) = 0, d'ol
0 = &(z1,...,2m,T) = Q(T). Comme [Jroqvk # 0, on voit que P(T) =0. On a
prouvé que pour tout P € K(X)[T], la relation P(a) = 0 entraine P =0, donc a
est K(X)-transcendant, et finalement (II) est vrai.

Supposons (II) vrai. Alors ¢ ¢ K(X), d'ou a ¢ X . Pour prouver que (I) est vrai,
il suffit donc de montrer que pour toute suite finie injective (z,,...,z,) d’éléments de
X (o m > 1), la suite (z1,...,Zm,a) est K-algébriquement libre. Soit (z1,...,Zm)
une telle suite: d’aprés Phypothése, elle est K-algébriquement libre. Soit X3,..., X, T
des indéterminées sur K, et soit & € K[X1,...,Xmn,T] tel que &(z;,...,Tm,a) =0
En ordonnant & par rapport & T,ona & =) 7o, ¢xT*, avec ¢ € K[X1,...,Xn)
pour tout k, la famille (px) étant & support fini. On a

oo
0=&(21,...,2m,a) =Zcpk(:c1,...,:cm)ak

Puisque I'élément a est K(X)-transcendant, il est K(zy,...,Zn,)-transcendant, d’olt
¢k(Z1,...,Zm) = 0 pour tout k, d'olt ¢ = 0 pour tout k& puisque les z, sont K-
algébriquement indépendants; d’'ot @ = 0. On a donc prouvé que quel que soit &,
la relation &(z1,...,Zm) = 0 entraine ¢ = 0; donc la suite (z1,...,Zm,a) est K-

algébriquement libre, ce qui achéve de prouver (I) W

Corollaire 1

Soit K un sous-corps d’un corps commutatif L. Une partic A de L est K-
algébriquement libre ssi pout tout a € A, I'élément a est K(A\ {a})-transcendant.

Démonstration:

D’apreés la proposition 22.1.3, la condition est nécessaire. Réciproquement, sup-
posons-la satisfaite. Soit (ai,...,a,) (o0 m > 1) une suite injective d’éléments de
A. Montrons par récurrence sur m que cette suite est K-algébriquement libre. Si
m = 1, la propriété est évidente, car d’aprés I’hypothese, a; est K-transcendant. Sup-
posons la propriété vraie a l'ordre m — 1, o m > 2. Soit un polynéme non constant
P e K|[Ty,...,Ty] ; sans restreindre la généralité, on peut supposer que le degré par-
tiel ¢ de P par rapport a T,, est > 1. En ordonnant P par rapport & T,,, on
a P= Zk CyTE , ou Cr € K[Th,...,Tra-1] pour tout k, et ot Cy # 0. Pour
tout k € [0, q] , posons A; = C(ay,... ,am_l). D’aprés ’hypothése de récurrence, la
suite (a1,...,am—1) est K-algébriquement indépendante, donc Ay # 0. Le polynome
Q= }:k_q MTE est donc non constant, et il est & coefficients dans K (A \ {an})-
D’aprés I'hypothése, on a donc Q(am) # 0, ce qui équivaut & P(a;y,...,an) #0. La
propriété est donc établie a 'ordre m . Par récurrence, elle est donc vraie pour tout m,
ce qui achéve de prouver que A est K-algébriquement libre B
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Corollaire 2

Soit K un sous-corps d’un corps commutatif L, et soit X et Y deux partiesde L.
Les assertions suivantes sont équivalentes:

(I) XnNnY=0 et XUY est K-algébriquement libre.

(II) X est K-algébriquement libre et Y est K(X)-algébriquement libre.

Démonstration:

Supposons l’assertion (I) vraie. D’aprés la proposition 22.1.3, tout y € Y est trans-
cendant sur K((XUY)\{y}); comme y¢ X,ona (XUY)\{y}=XU X \{y}),
dou K(XUY)\{y}) = (K(X)) (Y \{y}) (proposition 22.2.1). D’apres le corollaire
1 ci-dessus, on en déduit que Y est K(X)-algébriquement libre. Comme X est K-
algébriquement libre, I’assertion (II) est vraie.

Supposons 1’assertion (II) vraie. Alors Y N K(X) =0, d’ob a fortiori XNY = 0.
Tout y € Y est transcendant sur (K(X)) (Y \{y}) =K(XUY)\{y}). Soit z€ X,
montrons que T est transcendant sur K((XUY)\ {z}): sinon, il existerait deux suites
finies injectives (a1,...,am) dans X \ {z} et (b1,...,b,) dans Y, et un polynome
P e K[T,Uy,...,Un,V1,...,V,] en les indéterminées T, (U,), (V;), de degré partiel
> 1 par rapport & T, tel que P(zx,ai1,...,am,b1,...,b,) = 0. Ordonnons P par
rapport aux V;:

P= > Ay, V72 Vi
(k,aq,...,00)EN? T
ot Agaq,,..a. € K[T,Uy,...,Uy,] pour tout (k,ai,...,a,). Puisque Y est K(X)-
algébriquement libre, on a A q,,...a.(2,01,...,6m) = 0 pour tout (k,ai,...,an).
Puisque X est K-algébriquement libre, on en déduit que Axq,,.. . = 0 pour tout
(kyai,...,a,); donc P =0, ce qui est absurde. En définitive, on a prouvé que tout
z € XUY est transcendant sur (X UY)\ {2}. D’aprés le corollaire 1 ci-dessus, X UY
est donc K-algébriquement libre, d’ott (I) W

Avec les notations ci-dessus, appelons partie K-algébriquement génératrice de L
toute partie S de L telle que L soit K(S)-algébrique.

Définition 22.1.2

Soit K un sous-corps d’un corps commutatif L. Une partie de L est appelée une
base de transcendance de L sur K (ou encore K-base de transcendance de
L) ssi elle est K-algébriquement libre et K-algébriquement génératrice. Une famille
(ai)ier d’éléments de L est appelée une base de transcendance de L sur K
(ou encore K-base de transcendance de L ) ssi I'application i — a, est injective
et la partie {a;},c; de L est une K-base de transcendance de L.

D’apres cette définition, une famille (a;),e; d’éléments de L est une K-base de
transcendance ssi pour toute permutation o € &y, la famille (0(¢));e; est une K-base
de transcendance. L’étude qui précéde montre en outre les propriétés suivantes:

Une partie B de L est une K-base de transcendance ssi: B est K-algébriquement
libre, et L est K(B)-algébrique.

Une partie B de L est une K-base de transcendance ssi la famille (z),cp est une
K-base de transcendance.

Proposition 22.1.4

Soit K un sous-corps d’un corps commutatif L, et soit S une partie de L. Les
assertions suivantes sont équivalentes:

@ S est une K-base de transcendance de L.

(II) S est une partie K-algébriquement libre maximale de L .

(III) S est une partie K-algébriquement génératrice minimale de L .
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Démonstration:

Supposons que § soit une K-base de transcendance. D’aprées les définitions, S est K-
algébriquement génératrice et K-algébriquement libre. Tout a € S est alors K(S\ {a})-
transcendant (proposition 22.1.3), donc pour tout a € S, la partie S\ {a} n’est plus
K-algébriquement génératrice, i.e. S est K-algébriquement génératrice minimale de L.
D’autre part, pour tout € L\ S, la partie SU {z} n’est plus K-algébriquement libre
puique z est K(S)-algébrique, donc S est K-algébriquement libre maximale. On a donc
prouvé que (I) implique (II) et (III).

Supposons que S soit K-génératrice minimale de L. Il est alors immédiat que tout
a € S est K(S\ {a})-transcendant. D’aprés le corollaire 1 de la proposition 22.1.3, S
est une partie K-algébriquement libre, donc c’est une K-base de transcendance de L.
Donc (III) implique (I).

Supposons que S soit K-algébriquement libre maximale. Soit € L\ S . Puisque SU

{z} n’est plus K-algébriquement libre, on a une suite finie injective (a1,...,a,) dans S
et un polynéme non constant P € K [U,V,...,V,] en les indéterminées U, V1,...,V,,
tel que P(z,a;,...,a,) = 0. Si P était indépendant de U, cela contredirait la K-
indépendance algébrique de la suite (a1, ...,an). Donc le degré partiel de P par rapport
a U est d > 1. Ordonnons P par rapport a U:

k=d

P =Y AU*

k=0
avec Ay € K[V4,...,V,] pour tout k et Ay # 0. Puisque la suite (ai,...,a,) est
K-algébriquement libre, on a Ag(as,...,aq) # 0. La relation

k=d—1
0= P(xvalv' e 7an) = Ad((l]_,-- '7an)xd + Z Ak(a’l, v 7a"n)xk
k=0

est donc une relation de dépendance algébrique non triviale de z sur K(ai,...,an);

a fortiori, z est K(S)-algébrique. Finalement $§ est une partie K-algébriquement
génératrice de L, donc c’en est une K-base de transcendance, ce qui achéve de prouver
que (II) implique (I) W

La proposition qui suit est appelée théoréme d’échange de Steinitz:
Proposition 22.1.5

Soit K un sous-corps d’un corps commutatif L, soit S une partie de L telle que
L = K(S), et soit A une partie K-algébriquement libre de L. Il existe une partie
B de S telle que AU B soit une K-base de transcendance de L .

Démonstration:

Soit F l’ensemble des parties C' de S telles que A U C soit K-algébriquement
libre; ordonnons F par Pinclusion. Il est non vide, car § € F. Il est immédiat que si
& est une partie totalement ordonnée de F, alors UcegC € F (cela découle du fait
que pour toute partie finie F de UceeC, il existe C € £ tel que F C C). Donc
I’ensemble ordonné non vide (£,C) est inductif. D’aprés le théoréme de Zorn, il admet
un élément maximal. Soit B un tel élément maximal. Tout élément a € S est donc
K (A U B)-algébrique (proposition 22.1.3), donc L = K(S) est K(A U B)-algébrique.
Soit B’ une partie de S contenant B strictement; tout élément x € B’ \ B étant
K(AU B)-algébrique, on voit que AU B’ n’est pas K-algébriquement libre (proposition
22.1.3), donc AU B est bien une partie K-algébriquement libre maximale M

En prenant A =@ dans la proposition 22.1.5, on a immédiatement:
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Corollaire

Soit K un sous-corps d’un corps commutatif L. Pour toute partie S de L telle
que L = K(S), il existe une K-base de transcendance B de L telleque BC S. En
conséquence (avec S = L ), il existe au moins une K-base de transcendance de L.

On va maintenant améliorer la proposition 22.1.4:
Théoréeme 22.1.1

Soit K un sous-corps d’un corps commutatif L, soit S une partie K-algébri-
quement génératrice de L, et soit A une partie K-algébriquement libre de L.
Il existe alors une partie B de S telle que AU B soit une K-base de trans-
cendance de L. En conséquence (en prenant A = (), il existe une K-base de
transcendance de L contenue dans S .

Démonstration:

Puisque L est K(S)-algébrique, il est a fortiori K(A U S)-algébrique. La propo-
sition 22.1.4 s’applique en prenant (A,A U S) & la place du couple (A4,S5). Soit C
une partie de AU S contenant A telle que A U C soit une K-base de transcen-
dance de K(AUS). Notant B=C\A,ona BC S et AUB = AUC. Alors
K(AUS) est K(A U B)-algébrique; comme L est K(A U S)-algébrique, par transi-
tivité de la dépendance algébrique, on voit que L est K{A U B)-algébrique. Comme
AU B est K-algébriquement libre, on conclut que AU B est une K-base de transcen-
dancede L B

Montrons maintenant une importante propriété de transitivité des bases de transcen-
dance:

Proposition 22.1.6

Soit K un sous-corps d’un corps commutatif L, et soit A et B deux parties de L .
Les assertions suivantes sont équivalentes:

(I) AnB=0 et AUB est une K-base de transcendance de L.

(IT) La partie A est K-algébriquement libre, et B est une K(A)-base de transcen-
dance de L.

Démonstration:

Supposons (I} vraie. Alors A est K-algébriquement libre et B est K(A)-algébri-
quement libre (corollaire 2 de la proposition 22.1.3). Comme L est K (AU B)-algébrique,
c’est-a~dire (K (A))(B)-algébrique, on voit que B est bien une K(A)-base de transcen-
dance de L.

Supposons (II) vraie. On a BN K(A) = 0, d’oli a fortiori ANB = 0. D’aprés
le corollaire 2 de la proposition 22.1.3, AU B est K-algébriquement libre. Enfin L
est ((K(A))(B)-algébrique, c’est-a-dire K(A U B)-algébrique (proposition 22.1.1), donc
AU B est une K-base de transcendancede I W

Proposition 22.1.7

Soit K un sous-corps d’un corps commutatif L, et soit A une partie de L. Soit
A un sous-corps de L contenant K et algébrique sur K. Pour que S engendre
K-algébriquement L , il faut et il suffit que S engendre A-algébriquement L . Pour
que S soit K-algébriquement libre, il faut et il suffit que S soit A-algébriquement
libre. En conséquence, pour que S soit une K-base de transcendance de L, il faut
et il suffit que ce soit une A-base de transcendance.
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Démonstration:

Un élément de L est algébrique sur K ssi il est algébrique sur A (l'implication
directe est triviale, et I'autre vient de la transitivité de la dépendance algébrique). La
premiere assertion en découle. La A-indépendance algébrique entraine trivialement la
K-indépendance algébrique; inversement, soit A une partie finie non vide de S et A-
algébriquement liée. On a donc un a € S tel que a soit algébrique sur A(A\ {a})
(corollaire 1 de la proposition 22.1.3). Mais A(A\ {a}) est algébrique sur K(A\ {a})
puisque A est algébrique sur K. Par transitivité de la dépendance algébrique, a est
donc algébrique sur K(A\ {a}), donc A est K-algébriquement liée. La deuxiéme
asertion en découle. La derniere assertion se déduit alors de la définition méme d’'une
base de K-transcendance WM

Dans les conditions ci-dessus, soit (a,),cr une famille K-algébriquement libre dans
L. Puisque lapplication ¢ — a, est injective, on a alors card (I) = card({a,}.cr);
par abus de langage, on dira que card(I) est le cardinal de la famille (a;). On dira
que la famille (a;) est finie ssi ce cardinal est fini, et si c’est le cas, ce cardinal sera alors
appelé le nombre d’éléments de la famille.

Degré de transcendance

Théoréme 22.1.2

Soit K un sous-corps d’un corps commutatif L , et soit n un entier > 0. Supposons
que L admette une K-base de transcendance finie de cardinal n . Alors toute K-base
de transcendance de L est finie et de cardinal n ; toute famille K -algébriquement libre
de L est finie de cardinal < n, et une telle famille est une K-base de transcendance
ssi elle est de cardinal n; toute famille K-algébriquement génératrice de L est de
cardinal > n, et une telle famille est une K-base de transcendance ssi elle est finie
de cardinal n .

Démonstration:

Montrons d’abord la premiére assertion par récurrence sur n. Si n = 0, 'extension
L de K est algébrique, et il est trivial que @ est 'unique K-base de transcendance
de L. Supposons n = 1, et que P’assertion ait été prouvée & tout ordre < n avec
tout couple (K',L'), ou K’ est un sous-corps d’un corps commutatif L’'. Soit A une
K-base de transcendance de L finie de cardinal n. Soit une partie B de L qui est une
K-base de transcendance de L. On a card(B) > n, sinon 'hypothése de récurrence
montrerait que card(4) < n. Soit b € B; d’apres la proposition 22.1.5, on a une partie
M de A telle que M U {b} soit une K-base de transcendance de L. Nécessairement,
M # A (car A est K-algébriquement libre maximale), i.e. card(M) < n. D’aprés
la proposition 22.1.6, M et B\ {b} sont deux K(b)-bases de transcendance de L.
Comme card (M) < n, Phypothése de récurrence s’applique et montre que ’ensemble
B\ {b} est fini et que card (B \ {b}) = card(M); donc I’ensemble B est fini, et on a
card(B) < 14+card(M) < n. Comme card(B) > n, en définitiveon a card(B) =n
(et card(M) =n — 1), ce qui établit 'assertion & 'ordre n. La premiére assertion est
donc prouvée par récurrence.

Soit A une partie K-algébriquement libre de L, et soit S une partie K-algébrique-
ment génératrice de L. En appliquant le théoréme 22.1.1 avec S = L, on voit qu’il
existe une partie B de L contenant A et qui est une K-base de transcendance de L.
D’apres ce qui précéde, B est finie, de cardinal n; donc A est finie, de cardinal <n,
et on a card(A) =n ssi A = B. De méme, en appliquant le théoréme 22.1.1, on a
une K-base de transcendance B’ de L contenue dans S. D’aprés ce qui précede, B’
est finie et de cardinal n. Donc card(S)>n,etona card(S)=nssi S=B" W
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Définition 22.1.3

Soit K un sous-corps d’un corps commutatif L. On dit que L est de transcen-
dance finie sur K ssi L admet une K-base de transcendance finie. S’il en est ainsi,
Dentier n tel que toute K-base de transcendance de L ait n éléments est appelé le
degré de transcendance de L sur K, et sera noté degtrg(L). On dit que L
est de transcendance infinie sur K ssi L n’est pas de K-transcendance finie.

Au lieu de “ transcendance finie sur K ” (resp. “ transcendance infinie sur K 7,
“ degré de transcendance sur K ”), on parlera aussi de K-transcendance finie (resp. de
K-transcendance infinie et de degré de K-transcendance ou de K -degré de transcendance.
D’aprés ces définitions, on a degtr (L) =0 ssi L est algébrique sur K .

Théoréme 22.1.3

Soit K un sous-corps d’un corps commutatif L. Supposons L de transcendance
infinie sur K . Toutes les K-bases de transcendance de L ont méme cardinal.

Démonstration:

D’aprés ce qui précede, aucune K-base de transcendance de L n’est finie. Soit B
et B’ deux telles K-bases de transcendance. Notons Fg 1’ensemble des parties finies
de B. Puisque B est infinie, on a card(Fp) = card(B). Soit G l’ensemble des
couples (F,b') € Fp x B’ tels que b’ soit algébrique sur K(F). Pour tout F € Fg,
notons G(F) la coupe {¥' € B'|(F,¥) € G}, et pour tout ¥ € B’, notons G~ (b')
la coupe {F € Fp|(F,V') € G}. Puisque B’ est une K-base de transcendance de L,
aucun des ensembles G{~V)(¥') n’est vide, d'ott card(B’) < card(G). Puisque B’
est K-algébriquement libre, pour tout F € Fp l’ensemble G(F) est fini, de cardinal
< card (F) (théoréme 22.1.2), d’'ott card(G) < card(B). On a donc

card(B’) < card (g) < card(B)

d’olt card(B’) < card(B). En échangeant les roles de B et B’, on voit de méme
que card(B) < card(B'), dou card(B)=card(B) N

Le lemme suivant nous sera souvent utile:
Lemme 22.1.1

Soit C un sous-corps d’un corps commutatif F et R une sous-C-algébre de F,
de corps des fractions F. Alors F admet au moins une base de C-transcendance
contenue dans R.

Démonstration:

L’ensemble des parties C-algébriquement libres de R est non vide (car @ est une
telle partie). Ordonné par inclusion, il est inductif (vérification immédiate). Il admet
donc au moins un élément maximal. Soit € un tel élément maximal. Tout élément de
R est alors algébrique sur le corps E = C(€). Puisque F est le corps des fractions de
R, on en déduit que tout élément de F est algébrique sur E; donc ¥ est une C-base
de transcendancede F 1

Transcendance et isomorphismes

Soit K un sous-corps d'un corps commuatif L. Soit (a;);e; une famille d’élé-
ments de L, et soit (T3),e; une famille d’indéterminées sur K. Notons ¢ I'unique
morphisme de K-algébres K [(T;)ic;] — L tel que ¢(T,) = b; pour tout i. Les
définitions montrent que ¢ est injectif ssi la famille (b,) est K-algébriquement libre.
S’il en est ainsi, ¢ se prolonge de maniére unique en un morphisme $ de K-algtbres &





