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CHAPITRE

RAISONNEMENT ET
VOCABULAIRE ENSEMBLISTE

1.1 Rudiments de logique

1.1.1 Assertions

Une assertion (ou propriété) est un assemblage de mots dont la construction obéit a une
certaine syntaxe et a laquelle on peut donner une valeur de vérité : V (vraie) ou F (faux).

15 « 3 est un nombre impair » est une assertion vraie.

& « 102 =101 » est une assertion fausse.

¥ « 2 =3+ » nest pas une assertion.

Définition 1 : Connecteurs élémentaires

Si P et Q sont deux assertions, on définit les assertions :
v (Non P) qui est vraie lorsque P est fausse, et fausse sinon;
v (P et Q) qui est vraie lorsque les deux assertions P et Q sont vraies, et fausse sinon;
v (P ou Q) qui est vraie lorsqu’au moins une des deux assertions est vraie, et fausse
sinon.
Les valeurs de vérité de ces nouvelles assertions satisfont aux tables suivantes :

|P‘Q|PetQ‘PouQ|
\%4

| | <| <
| < <
o< <<

I8
IF
I8

Si P et Q sont deux assertions, on définit les assertions P = Q et P < Q par:
vV P= Q : (NonP)ouQ,
VP Q:(P=Q)et(Q=P).

Les valeurs de vérité vérifient le tableau suivant :

[P1Q|P=Q|P= Q]

V| Vv \4 \4
V| F F F
F |V \% F
F | F \% \%4

v Par définition, l'assertion P = Q est vraie dés que P est fausse. Elle peut donc étre vraie
méme lorsque Q est fausse, par exemple l'assertion (2 = 3) = (1 = 4) est vraie.
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w Si P est vraie et si P = Q est vraie, alors Q est vraie.

ww L'implication Q = P s’appelle la réciproque de I'implication P = Q.

iz [’équivalence P &= Q est vraie si, et seulement si, P et Q sont logiquement équivalentes.
= La négation de P = Q est donnée par : Non(P = Q) < (P et Non(Q)).

= On a également : (P = Q) < (Non(Q) = Non(P)).

1.1.2 Modes de raisonnement

Raisonnement par récurrence

Théoréme 1

Soit P une propriété définie sur N. Si :
v P(0) est vraie,

v pour tout n €N, (P(n) vraie entraine P(n+1) Vraie).

Alors, P(n) est vraie pour tout n € N.

Corollaire

Soit P une propriété définie sur {ng,ng+1,...} avec ng € Z. Si :
v P(ng) est vraie,

v pour tout entier n > n, (P(n) vraie entraine P(n+1) vmie).

Alors, P(n) est vraie pour tout n > ny.

Corollaire
Soit P une propriété définie sur {ng,ng+1,...}. Si :

v P(ng) et P(ny+ 1) sont vraies,

v pour tout entier n > n, ((P(n) et P(n+ 1)) vraies entrainent P(n + 2) vraie).

Alors, P(n) est vraie pour tout entier naturel n > ny.

Raisonnements pour montrer que P —= Q

Les trois types de raisonnements pour montrer que P = Q sont :

# raisonnement direct : on suppose que P est vraie et on montre que Q est vraie,

# raisonnement par contraposée : on suppose que Non(Q) est vraie et on montre que Non(P)
est vraie,

# raisonnement par ’absurde : on suppose que P est vraie, et on suppose « par ’absurde »
que Non(Q) est vraie. On cherche alors une contradiction.

1.2 Ensembles

[ Un ensemble est une collection d’objets. La notation x € E signifie x appartient a E; sa
négation est notée x ¢ E. On note & I'ensemble vide, qui n’a aucun élément.

d Le quantificateur universel V se lit « pour tout » ou « quel que soit ». L'expression
(Vx € E, P(x)) se lit pour tout élément x appartenant a E on a P(x).

[ Le quantificateur universel 3 se lit «il existe au moins un élément ». La notation 3! signifie
«il existe un et un seul élément ». L'expression (Ix € E, P(x)) se lit il existe au moins un
élément x appartenant a E tel que 'on ait P(x).
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[J Négation d’une phrase quantifiée : on a

(Non(Vx €E, P(x)) — (Hx €E, NonP(x)),
(Non(ﬂx €E, P(x)) = (Vx €E, NonP(x)),

#» Limite d’une suite réelle. Soit (x,),>¢ une suite réelle. On dit que I € R est limite de (x;),>0
lorsque :
Ve>0,dpeN,VneN, n>p = |x,-I| < e

La phrase exprimant qu’un réel I n’est pas limite de (x,),>¢ est alors :
Je>0,VpeN, IneN, n>pet|x,-I| > e
# Continuité. Une application f : R — R est continue en a € R lorsque :
Ve>0,3n>0,VxeR, [|x—al<n = |f(x)-f(a)l <e.

La phrase exprimant que f n’est pas continue en a est alors :
3e>0,Vy>0, IxeR, (lx—al <y et|f(x)-fla) > e).

Définition 3 : Inclusion

Soient E et F deux ensembles. On dit que E est inclus dans F (ou E est une partie de F), et
onnote ECF,si:VxeE, xeF. On note P(F) I'ensemble des parties de F.

Définition 4 : Opérations dans P(E)

Soit E un ensemble et A, B € P(E). On définit les parties suivantes de E :
v/ complémentaire de A dans E : CpA = {x € E; x ¢ A},
v réunionde AetB:AUB={xeE;x€AouxEe€B},
v intersectionde AetB:ANB={xcE;xcAetxeB},
v différence de A moins B:A—-B={xcE;xcAetx¢B},
v différence symétrique de A et B: AAB=(A-B)U(B-A).

d Couples, produit cartésien : en partant de deux éléments x et y, on peut construire le
couple (x,y) avec la propriété suivante : (x,y) = (x',y’) & (x=x"ety=7y’).
Etant donnés deux ensembles A et B, ’ensemble des couples de la forme (x,y) avec x € A
et y € B est appelé produit cartésien de A par B et se note A x B. On a donc :

AxB = {(xy):xeAetyeB}

1.3 Applications et relations

Une application f est un triplet (E,F,G) ou E et F sont des ensembles non vides, et G un
sous-ensemble de E x F tel que, pour tout x € E, il existe un élément y et un seul de F tel
que (x,y) appartienne a G.

Lélément y est noté f(x). On dit alors que f est une application définie sur E a valeurs
dans F.

L'ensemble des applications de E dans F est noté FE.

1= Une application de E dans F associe a tout élément de E un et un seul élément de F.
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w L'ensemble E s’appelle I'ensemble de départ de f. L'ensemble F s’appelle I'ensemble d’ar-
rivée de F, I’ensemble G est le graphe de f.

1= Six e E, on appelle f(x) 'image de x par f, et si y = f(x) on appelle x un antécédent de y
par f.

= Deux applications f et g sont égales si elles ont méme ensemble de départ E, méme en-
semble d’arrivée F et pour tout x € E on a f(x) = g(x).

Soient E, F, G trois ensembles non vides, f : E— F et g : F — G deux applications. Alors

on définit une application de E — G, pargo f : E i) F5 G, en posant pour tout x € E,

(gof)x) = g(fx))

# Soit E un ensemble non vide, on appelle application identité ou identité de E, et 'on note
Idg, l'application de E — E définie par Idg(x) = x. En particulier, si f : E — F est une
application, alors f oIdg = f et Idpo f = f.

# Généralement, méme si E = G, on n’a pas nécessairement f o g = go f. En prenant, par
exemple, les applications f, g : N— N définies par :

2 si nest pair

2
“—51 si nestimpair,

fm=2n et gn)= {
alorsona: go f =Idy mais f o g # Idy.
# Sif:E—F,g: F— Geth:G— H sont trois applications ou E,F, G, H sont quatre
ensembles non vides. Alors, on a:

(hog)of = ho(gof).

Soit f : E —> F une application. Si A est une partie de E, la restriction de f a A, notée fja,
est I'application de A — F définie par : fi4(x) = f(x) pour tout x € A.

On appelle prolongement de f toute application g définie sur un ensemble B contenant E
et vérifiant : g(x) = f(x) pour tout x € E.

Définition 8 : Injectivité

On dit qu’une application f : E — F est injective si elle vérifie I’'une des trois propriétés
équivalentes suivantes :

v tout élément de F admet au plus un antécédent par f,

v pour tout y € F, I’équation f(x) = y admet au plus une solution,

v/ pour tout (x,y) € E’ona: f(x) =fy) =x=y.

Définition 9 : Surjectivité

On dit qu’une application f : E — F est surjective si elle vérifie I'une des trois propriétés
équivalentes suivantes :

v/ tout élément de F admet au moins un antécédent par f,

v pour tout y € F, I’équation f(x) = y admet au moins une solution,

v pour tout y € F, il existe x € E tel que y = f(x).
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Définition 10 : Bijectivité

On dit qu’une application f : E — F est bijective si elle est injective et surjective, c’est-a-
dire si elle vérifie I'une des trois propriétés équivalentes suivantes :

v tout élément de F admet un et un seul antécédent par f,

v pour tout y € F, I’équation f(x) = y admet une unique solution,

v pour tout y € F il existe un unique x € E tel que y = f(x).

Soient f : E— F et g : F — G deux applications.

[ Si f et g sont injectives, alors go f est injective.
[ Si f et g sont surjectives, alors g o f est surjective.
[ Si f et g sont bijectives, alors g o f est bijective.

Définition 11 : Application réciproque

Si f : E— F est une application bijective, alors I’application de F — E qui associe a tout
élément de F son unique antécédent dans E s’appelle I'application réciproque de f et se
note f~!. Autrement dit :

V(x,9) EEXE, v=f(x) &= x=f1(v)

O Si f : E— F est une application bijective, alorsona: fl o f =Idg et f o f~! =Idp.
1 Sif:E— Fetg:F— E sont deux applications vérifiant f o g =Idp et go f =Idg, alors
elles sont toutes les deux bijectives et réciproques I'une de 'autre.

-1
Q Si f : E—> F est une bijection, alors f~! : F — E est une bijection et on a : (f’l) =f.

J Soient E,F et G trois ensembles. Si E L F %5 G sont deux applications bijectives, alors
go f est bijective eton a:

(gof)" = flog™h

Définition 12
Soient f : E — F une application, A une partie de E et B une partie de F. On appelle :
v image (directe) de A par f I'ensemble

f(A4) = (pl3xeA: y=f(x) = (f(x) : xeA),
v image réciproque de B par f, I'ensemble :

f7'(B) = {x€E|f(x)€B).

w [’utilisation de la notation f~'(B) ne suppose pas que f est bijective.

= Lorsque f est bijective, f~!(B) représente aussi bien I'image directe de B par I'application
f~1, que I'image réciproque de B par f.

1= Une application f : E— F est :
< injective si, et seulement si, pour tout y € F, 'ensemble f~({y}) admet au plus un
élément,
o surjective si, et seulement si, pour tout y € F, 'ensemble f~!({y}) admet au moins un
élément,
< bijective si, et seulement si, pour tout y € F, 'ensemble f~!({y}) admet exactement un
élément.
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Proposition 1

Soient f : E — F une application, B; et B, deux parties de F. Alorson a:
v BicBy= f(By)C f!(By),
v f1(B1UBy) = f1(B1)Uf!(By),
v 1 (BinBy)=f'(B1)Nnf(By),
v (EFBI) =Cef'(By).

Proposition 2

Soient f : E — F une application, A; et A, deux parties de E. Alorson a:
v A CAy = f(A)) Cf(Ay),
v f(A1UAy) = f(A) U f(Ay),
v f(A1NA) C f(A1)N f(Ay).

1= Attention, 'inclusion f(A;)N f(A;) C f(A; NA,) est, en général, fausse. Par exemple, on a :

sin ([0, 27t]) Nsin([-7, 7]) = [-1,1] alors que sin ([0, 2] N [-7, 7]) = [0,1].

Définition 13 : Fonctions caractéristiques

Soit A une partie de E, on appelle fonction caractéristique de A, I'application
14 : E—{0,1} définie par :

1 si x€A,
Ta(x =
al®) {0 si x¢A.

1 On a toujours : ]1124 =1y4.
w Deux ensembles A et B sont égaux si, et seulement si, 14, = 1. En particulier, 1 =1 et
15 =0.

Proposition 3

On a les relations suivantes :
v Iga=1-14
/ IAHB = HA]lB'
v ]lAUB = ]1A+ ]IB_]IA]IB'
v 1j p=14(1-1p).
V laap=T14+1p-21415= (1, - 1p)%

# L'application A — 14 est une bijection de P(E) sur I’ensemble F (E, {0, 1}) des applications
de E dans {0,1}.

Définition 14 : Famille indexée

Ftant donnés deux ensembles I et E, on appelle famille d’éléments de E indexée par I
toute application de I dans E.

[ SiI =N, une famille (x;);cy de E est appelée suite d’éléments de E.
O Ftant donnés deux ensembles I et E, une famille de parties de E indexée par I est une
famille (A;);e; d’éléments de P(E). On a :

ﬂAi:{er cViel, xeAy), UAi:{er cJiel, xeA;)

iel iel
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Définition 15 : Relation binaire

On appelle relation binaire dans un ensemble non vide E, un triplet R = (E,E,G) ou G est
un sous-ensemble de E x E, et on notera xRy lorsque (x,y) € G.

Définition 16 : Relation d’ordre

Une relation binaire R sur un ensemble E est une relation d’ordre sur E si elle est :
v réflexive :Yx € E, xRx
v antisymétrique : ¥(x,y) € E2, (xRy et yRx) = x =7y
v transitive : ¥(x,7,z) € E3, (xRy et yRz) = xRz.

On appelle ensemble ordonné un couple (E,R) ot R est une relation d'ordre sur E.

J On dit que la relation d’ordre R définit un ordre total sur E si :
Y(x,v) € E?, (xRy ou yRx).

Dans le cas contraire on dit que c’est un ordre partiel.

Définition 17

Soient (E, <) un ensemble ordonné, A une partie de E et a un élément de A.
v On dit que a est le plus grand élément de A si : Vx € A, x < a. Quand il existe, le
plus grand élément de A se note max(A).
v On dit que a est le plus petit élément de A si :Vx € A, a < x. Quand il existe, le plus
petit élément de A se note min(A).

Définition 18

Si A est une partie d’'un ensemble ordonné (E,<), un élément a € E est :
v un majorantde Asi:Vxe€A, x<a,
v/ un minorantde Asi:VYx €A, a<x.

Définition 19

Si A est une partie d’un ensemble ordonné (E,<). Alors :
v la borne supérieure de A dans E est, si elle existe, le plus petit des majorants de A.
Elle se note sup(A),
v la borne inférieure de A dans E est, si elle existe, le plus grand des minorants de A.
Elle se note inf(A).

Définition 20

Soient (E, <) et (F,<) deux ensembles ordonnés.

Une application f : E— F est :
v croissantesi: V¥ (x,y) € E2, x <y = f(x) < f(v),
v décroissante si: Y (x,p) € E2, x <y = f(x) = f(»),
v strictement croissante si : ¥ (x,y) € E2, x <y = f(x) < f(¥),
v/ strictement décroissante si : ¥ (x,9) € E2, x <y = f(x) > f(v),
v (strictement) monotone si elle est (strictement) croissante ou
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(strictement) décroissante.
La notation x <y veut dire x <y et x # y.

Définition 21 : Relation d’équivalence

Une relation binaire R sur un ensemble E est une relation d’équivalence sur E si elle est :
v réflexive : Vx € E, XRx
v/ symétrique : V(x,y) € E?, xRy = yRx
v transitive : V(x,y,2) € E3, (xRy et yRz) = xRz.

# SineN,larelation définie sur Z par :
xRy <<= dke€Z:x-y=kn

est une relation d’équivalence sur Z, appelée congruence modulo #.
# Si x et y sont deux éléments de Z en relation pour la congruence modulo #, on dit que x
est congru a y modulo 7, et on note : x =y (mod n).

Définition 22 : Classe d’équivalence

Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble E.
v Lensemble {y € E : xRy} est appelé classe d’équivalence de 1’élément x pour la
relation R. On le note x.
v Une partie A de E est une classe d’équivalence s’il existe un élément x € E tel que
A=X.

# Pour la congruence modulo 2 sur Z, il y a deux classes d’équivalence : 0 la classe de 0
qui est 'ensemble des nombres pairs, et 1 la classe de 1 qui est I'ensemble des nombres
impairs.

# Pour la congruence modulo n € N* sur Z, il y a n classes d’équivalence : 0,1,---,n—1 avec

x = {x+nk : keZ).

Proposition 4

Soient R une relation d’équivalence sur E, et x,y deux éléments de E. Alors on a équiva-
lence entre :

v xRy,

v/ VEX,

v X=7.

Définition 23
Soient R une relation d’équivalence sur un ensemble E, et A une classe d’équivalence pour
R. On appelle représentant de la classe A tout élément x appartenant a A.

#» Pour la relation de congruence modulo # € N¥, on peut prendre pour représentants des
classes d’équivalence les entiers 0,1,...,n— 1, ou plus généralement n entiers consécutifs
quelconques.



